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Apresentacao

O objetivo principal desta resolucdo do Banco de Questdes (extraido das
avaliacdes escritas de turmas de Calculo Unificado da Universidade Federal de
Alagoas - UFAL) é auxiliar no desempenho dos estudantes da disciplina
Céalculo 1, que durante o processo de conhecimento comecam a inserir-se no
aprendizado de modo a melhorar seu desempenho académico, mostrando-lhes
uma nocdo de como resolver questbes das provas realizadas, visando sempre
a clareza e objetividade na obtencdo dos resultados e suas implicagbes
referentes ao quesito.
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Capitulo 1 2005

1.1 12 Avaliacao-21 de Fevereiro de 2005

1.
x3 -1
x3 — 20x2% + 15x

f(x)=5

(x—D*+x+1)
5x(x —1)(x — 3)

f&) =

Escrevendo f(x) dessa forma, podemos concluir que D(f) = R —{0, 1, 3}.
x Assintotas Verticais:

—Dizemos que areta x = a é uma assintota vertical se pelo menos um dos
seguintes casos ocorrer:

lim f(x) = £ ou lim f(x) = o

x—-at

x—-a~

Vamos verificar se as retas x = 0; x = 1 e x = 3 sdo assintotas verticais.
* Obs:se x - 0%, entdo x > 0.Logo, 5x > 0.

-1 1 -1
T T 1
lim FGO = 1 x-D2+x+1) =~ -DE*+x+1)
Jim, f(x) = lim, Sx(x—D(x-3) S Sx(x—D(x—3)
7 7 7 i
ot -1 -3 ot
Logo,areta x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
x—1
* Obs:se x = 1,entdox # 1.Logo,x —1 # 0 e,portanto,% =1,Vx # 1.
3
1
lim FG) = i (x-D*+x+1) =~ (Z+x+1) 3
) = e D=3 A et —3) 10
i
-10
3
1
lim FG) = i (x-D*+x+1) =~ (Z+x+1) 3
S = D =3) 4+ 5x(x—3) 10

i
-10
Logo,areta x = 1 ndo é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

* Obs:se x - 3%, entdo x > 3.Logo,x — 3 > 0.
2 13 26

T T 1
T ) = li x—-1D?2+x+1) o (x=Dx2+x+1) N
e = = (0/0]
) = T G D=3 b s - D& —3)
l l 1 l
15 2 o+ o+

Logo,areta x = 3 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).



*x Assintotas Horizontais:

—Dizemos que aretay = a é uma assintota horizontal se ocorrer um dos
seguintes casos:

lim f(x)=a ou lim f(x) =a
X—+00 X——00 1 1
x—1>I-Poof x) = x—1>IP00 5x3 —20x2 + 15x B x—1>r'|p°°x3 (5 _@_*_E) B x_l’TwS _@4_1_5
. x | xZ2 x o x?
_ mi-lime _ 1-0 1
lim 5— lim 224 lim 22 5-0+0 5
xX—+ x—+00 X x—+00 X
Logo,aretay = 1/5 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
1 1
) o e-1 o @l-m) o 1-5
x—1>I;noof(x) o x—l>I;nOO 5x3 - 20x2 + 15x B x—l)r_noo x3 (5 _ @ + E) B x_l};nm 5— @ + E
) X = x? X = x2
lim 5— lim 22+ lim 13 5-0+0 5
X——00 X——00 x——00 X

Obtivemos a mesma reta em ambos os calculos.
Logo,temos asretasx =0,x =3 ey = 1/5 como assintotas ao grafico de f(x).

2.
i Vx+2-2 . (Vx+2-2) (Wx+2+2) . x—2
a) lim—————= lim . = lim =
x->2 x*—8 =2 x*—-8 (Vx+2+42) *2(x3-8)(Vx+2+2)
. (x—2) : 1 1
lim = lim = —
=2 (x—2)(x2+2x+H(Vx+2+2) =2(x2+2x+4)(Vx+2+2) 48
0 l
12 4
« (x —2)
* Obs:se x = 2,entdo x # 2.Logo,x — 2 > 0 e, portanto, = 2) =1,Vx # 2.
) 1 1 x, sex =0 + ~ —
b) XIL%L (;—m) Obs: |x| = {—x, cox <0 S€X™ 0%, entdo x > 0.Logo, |x| = x.
) 1 1 ) 1 1 . 0 )
lim (———) = lim (———) = lim (—) = lim 0 =
x-0t \Xx |x| x-0t\x X x-0* \x x—-07%
lim 10 (5077)
c) lim x""sen s
* Pela desigualdade trigonométrica temos:
1< (50”> <1
—1 < sen <
Vx
Multiplicando todos os membros da desigualdade por x° temos:
50
—x10 < xlosen( - n) < x10
Vx



) e h(x) = x1° Logo, temos

50m
Sejam f(x) = —x1°,g(x) = xlosen( o

f(x) = g(x) < h(x)

E ainda, lin(l) f(x)=0e lir% h(x) = 0,ou seja, lirré f(x) = lirré h(x),podemos garantir
xX— X— X— X—
pelo Teorema do Confronto que se f(x) < g(x) < h(x) e lir% flx) = lin(l) h(x),entdo
X— X—
lim g(x) = lim f(x) = lim h(x) = 0. Portanto,
x—0 x—0 x—0

I 10 (50n>_0
xl_r}(l)x sen T =

x2_4+10 <2
fO)={%—-2 » sex

2x3 —x, sex>?2

(x—2)(x+2)
10, <2
fx) = x—2 + sex
2x3 —x, sex>?2
. -2)
* Obs:se x < 2 entdo x # 2.Logo,x — 2 # 0 e,portanto, =2 =1,x # 2.

Sendo assim,podemos reescrever f(x) da seguinte forma:

x+2+10, sex<?2
2x3 —x, sex > 2

fe =1

x+12, sex <2
2x3 —x, sex>2

fe ={

a) Como f(x) é uma fungio sentencial, na qual ambas as sentengas sdo fungoes
polinomiais ndo racionais , entao elas sdo continuas em todo seu dominio de
abrangéncia.Logo, f (x) é continua para todo x € (—o0,2) U (2, +00).

Basta verificarmos se f(x) é continua em x = 2,onde ha mudanga de sentenga
na funcao.

* Obs:se x - 2%, entdo x > 2.Logo, f(x) = 2x3 — x
. T 3 _ — 1 3 _ 1 — _ —
,}H;L flx) = xllg’+(2x x) xllggr 2x xllggrx 16 — 2 = 14.
* Obs:se x —» 27, entdo x < 2.Logo, f(x) = x + 12.

lim f(x) = lim (x +12) = lim x + lim 12 =2 + 12 = 14.
x—-2~ x—-2+ x—-2F x—-27F
Logo, lin% f(x) = 14.
X—



«f(2)=223-2=16-2 = 14.

Como lirr% f(x) = f(2),entdo f(x) é continua em x = 2.
X—

Portanto, concluimos que f(x) é continua para todo x € R.

b) Tome f(2) = 14, e calculemos f(3). Entao, temos:
f(3)=233-3=054—3=51.

Seja c € Rtal que f(c) = 15.Como f(x) é uma fungio continua no intervalo
fechado [2,3] e f(2) < f(c) < f(3),podemos garantir pelo Teorema do Valor
Intermediario que existe algum c € (2,3) tal que f(c) = 15.

4,
h(x) = x|x — 1|
| _1|_{ x—1 sex>1
x T l-(x—-1), sex<1
x> —x, sex>1
oy =[5 e
(x) —x24+x sex<1

a) Primeiro vamos verificar se h(x) é continua em x = 1.
*xh(1)=12-1=1-1=0.
lim A(x) = lim(x? —=x) = lim x? — limx=1-1=0.
x-1t x-1t x-1* x—-1*
lim h(x) = lim (—x?+x) = lim —x?+ lim x=—-1+1 = 0.
x-1" x—1" x—1" x-1"
Como lim h(x) = lim h(x) ,entdolim h(x) = 0.

x-1% x—=1" x-1

Temos, portanto, que lirr% h(x) = f(1).Logo, h(x) é continua em x = 1.
X—

oy ROOZRM) L Aox L xe-D)
+()_xl>r{l+ x—1 _xL1+x—1_xl>r£1+(x—1) —er{ler

oy RO R P dx L xe-D
=TT T ST T o AT

* Como as derivadas laterais em x = 1 sdo diferentes, ou seja, h’, (1) # h_(1),
entdo h(x) nio é derivavel em x = 1.

b) Vamos verificar se o ponto (2,2) pertence a h(x).
h(2)=22-2=4-2=2.

Do Calculo 1 sabemos que o coeficiente angular de uma reta tangente num ponto
é dado pelo valor da derivada da funcao naquele ponto.

Dado um ponto (x,,y,) e (m) o coeficiente angular de uma reta temos:

Y= Yo =mx —Xx,)
10



Onde,m = h'(2). Logo,
y—2=h(2)(x—2)

, h)-h2)  x*-x-2  (x+DEx-2)
M= I TGy g+ b=3
Logo, a equagio da reta tangente no ponto (2,2) é:

y—2=3(x—-2)
y—2=3x—6
y=3x—4

11



Capitulo 2 2007

2.1 12 Prova-15 de Setembro de 2007

1.
f(x) =|x—3|

x—3, sex>3

fx) :{—(x—B), sex <3
a) Dizemos que uma fungio f(x) é continua no ponto x = a se, e somente se,
1) f(a) existe;

2) chi_r)?lf(x) existe;

3) f(a) = lim f(x).
x—-a
Procedendo essa condi¢do para x = 3 temos:

DfB)=[3-3]=[0]=0.
2) lin; f(x).Calculando os limites laterais, temos:
x—
Jim () = Jim (=3) = lim,x - Jig, 3 =3 -3 =0.
lim f(x) = lim (—x+3) = lim —x + lim 3=-3+4+3=0.
x—>3~ x—3t x—-3*t x—3*t
Portanto,como lim f(x) = lim f(x) entdo lim f(x) = 0.
x—-3%t x—>3~ x—3
3)f(3) = lim f(x) =0.
X—

* Logo, f é continua em x = 3.

* Analisando a diferenciabilidade de f em x = 3 temos:

1.

f)—f@3) i x—3-0_  (x—-3)
x—3

f +(3) = xllg)l_{_ x—3+ x — 3 - xlg,1+ (x — 3) -

fO-f& _ . —&=3-0_ . &=3 _
———= lim —————=1

— =—1.
x—3 x—3~ x—3 x-3~ (x—3)

f' (3) = lim
xX—3~
Como f' (3) # f'_(3) temos que f ndo é derivavel em x = 3.

D)x*=x>+2->x>-x2+2=0

Seja f(x) = x3 — x% + 2. Calculemos f(—2) e f(0).
f(=2)=(-2)%3-(-2)?+2=-8-4+2=-10.

f(0O)=03—-0%24+2=0-0+2=2.

f(c) =0.

Como f é uma funcio polinomial e, portanto, continua no intervalo fechado [—2,0],

e f(—2) < f(c) < f(0),pelo Teorema do Valor Intermediario existe algum c € (—2,0)
tal que f(c) = 0. De modo que c é um nimero cujo quadrado é igual ao seu cubo
somado com 2.

12



f(x) =/2x%2 + 7x
Pela definicdo de derivada de uma fungao num ponto, temos as seguintes
expressoes:

iy e F O+ Ax) — f(x0)
A —
Ou, fazendo Ax = x — x, obtemos a seguinte forma para f'(x,):
N (O €
f'(x,) = Jgrgo R E—
Logo, f'(1) pode ser obtido utilizando qualquer uma das expressdes acima.

Utilizando a segunda, temos:
- f(
1) = tim LS D)
x—1 1

x —
Cf-f) . V2xZ+7x-3  (V2x2+7x—3) (V2xZ+ 7x +3)
lim———— = lim = lim . =
x>1  x—1 x-1 x—1 x-1 x—1 (V2xz +7x+3)
2x2+7x—9 (x—1)2x+9) . (2x+9)

lim = lim = lim =
=1 (x—1)(V2x2+7x+3) 1(x—-1D(V2x2+7x+3) *1(V2x%+7x +3)
2+9 11

Vo+3 6

A equagio da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto x = 1 é:
y=fW=fMDkx-1

11
y=3=—70G-1
6y — 18 = 11x — 11

6y =11x +7
_11 +7
Y=%6*"6

3.

x 3 X
a) Mostrar que lim (3 — —) = —,éprovar que sendo f(x) = 3 —— uma funcao
xX—6 4 2 4

3
definida sobre um intervalo aberto que contém x = 6, lirré flx) = 5 se para todo
X

3
€ > 0 hd um nimero correspondente 6 > 0 tal que |f(x)—§| < € sempre que
0<|x—6]<6é.
3
fe-3l<e = p-g-3l<c > -3

x |[x — 6] < §,isso sugere que poderiamos escolher § = 4e.

x 3 3 x

1
<g- le—6|<s slx—6| < 4e

* Prova! (mostrando que a escolha de § funciona).Dado € > 0,se 0 < |x — 6| < 6,

" 3
entao |- —

Portanto, pela definicao de limite,

<6 1| 6|<15 1(4) 1| 6| <
- —|x - -5 =- - —|x - )
2'* 40 T T &

3
lim(3-3) =3

13



2

X
b) f(x) = Tt Encontrar as assintotas

Primeiramente vamos definir o dominio da funcao f:
1D4x*—-1=>0

1

2

1 [ J (]

Logo,x < —3 oux >§

4
2)3x—4¢0—>x¢§.

1 1 4
Dessa forma,temos que D(f) = {x € R|x < —5oux > 50X * §}

* Assintotas Verticais:
—Dizemos que areta x = a é uma assintota vertical se pelo menos um dos
seguintes casos ocorrer: lim f(x) = £oo ou lim f(x) = £

x-at x—a~

4
Verificando se areta x = 3 é uma assintota vertical:

lim_ fG)= lm Sl
m X) = m —— = 0,
x— /3 x—>4/3+ 3x l_ 4

ot
4

Logo,areta x = 3 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

*x Assintotas Horizontais:
—Dizemos que aretay = a é uma assintota horizontal se ocorrer um dos
seguintes casos:

hrP fx)=a ou lim f(x)=a
xX—+o0 X—>—00
Vax? —1 V4X2 4x2 -1
4x2 —1 o x
xl—1>l:i-n f(X) - xgrpwm - xl—l>gloo 3x —4 xl—1>r-|¥loo 3x - - x1—1>r-|rloo
[x| x X
1 . 1 . 1 1
R g Jdm (4 -57) _Jxlirl‘m‘*‘xlii“wx—z i-0_2
Favih 4 T N N ~3-0 3
oy gm(eR) () me-lng
Logo,aretay = 3 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
VaxZ =1 W —1
i T RN Y I = i
lm f(X) o —1>moo 3x — 4 x—1>moo 3x —4 - x—l>rlloo 3X - x—1>I-Poo _3 + a4
|x] —X

1 : 1 : 1 1
LT 47_Jxlirfw(“‘x—z)_Jxlirl‘oo“‘xli‘l%ox_z_ im0 2

e T T A A 47 340 3
3+x x1—1>r1100( 3+X) xl—l>r-|¥loo( 3+x) xl—1>moo( 3)+ hm oo X

Logo,aretay = — 3 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

* Obs: em ambos os calculos utilizamos o artificio de dividir ambos os membros da
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fracao por |x|. Note que,se x > + entdo |x| = x e se x > —0, |x| = —x. Em ambos,
vale a notacio |x| = +/x2.

4,
a)hmm= lim( 7+W_3) ( 7+3v}+3)=lim Vx—2
8  x—8 x>8  x—8 '(\/7+‘°i/§+3) x"s(x—S)( 7+i/E+3)
_ (Vx-2) _ !
T R (VT ) (T N +3) (W 24 ) (VT 43
1 1 1

TGra+HBE+3) A2 72

X
b)f(x) =3+ - Calcular os limites laterais no ponto em que x = 3.

: . [x] [x] 3 9
lim f(x) = lim (3 +— —lm3+11m—=3+—=—
x—-3% x—3+

2 2 22
* Obs:se x = 3%, entdo x > 3.Logo, [x] =3
lim f(x) = lim <3+u>= lim 3 + lim M=3+3=4
x—3~ x—3~ 2 x—3— x=>3— 2 2

* Obs:se x - 37, entdo x < 3.Logo, [x] = 2.

5. s= 256t — 16t2

a) v(t) =—=1s'(t) = 256 — 32t - v(t) = 256 — 32t
~v(6) = 256 —32X6=256—-192=64m/s

b) v(t) = 0 - 256 — 32t = 0

32t = 256
t =8s

) s(8) = 256 x 8 —32 x 8

s(8) = 2.048 — 256
s(8) =1.792m

15



2.2 22 Prova-05 de Outubro de 2007

1.
x> +yt=4
Por diferenciacao implicita temos:
2x+2y.y' =0
X

y =-=
y

* Equacdo da reta que contém o segmento OP:
y=m.x
Onde m é o coeficiente angular da reta que é dado como m = tga ,sendo a o
angulo formado entre o segmento OP e o eixo dos x,ou seja,a = 75°.
y =tg75°x
1 1443
o o —+1 - =
tg30° +tg45° 3 V3 V3+1
—tg30°.tg45° 1_i V3—1 3-1
Vi T3

* A equacdo de uma reta tangente a circunferéncia x*> + y? = 4 é dada pela
seguinte expressao:

tg75° = tg(30° +45°) = -

= (x ~ x,)
—Yo=——x—x
Y=o Ve 0
YYo= Y5 = —X.Xo +X;

YYo= —X.Xo + X5 + V5
V. Yo = —X.X, + 4
Xo 4
y=——Xx+—
Yo Yo
* Como o segmento OP é perpendicular areta tangente no ponto P, entao o

coeficiente angular da reta tangente € o inverso simétrico do coeficiente angular
da reta que contém o segmento OP.

Xo 1 1-v3

Yo V3+1l 1443

o

1-+/3
14++/3

tangente e a direcdo positiva do eixo dos x.

tg120° +tg45° —V3+1 1-43
1—-tg120°tg45° 1++3 143
* Portanto, a reta tangente forma um angulo de 15° com a direcdo negativa do
eixo dos x.

Devemos provar que = tg165°. Pois,esse é o angulo formado entre a reta

tg165° = tg(120° + 45°) =

2.
a) 3x.arctg(x +y) + 107 = x*y
Por diferenciacao implicita temos:

d(3 t(+))+d(107)—d(2)
I x.arctg(x +y ax = Tx Xy
+y’

1+(x+y)2+0:2xy+x2y’

3arctg(x +y) + 3x.
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3x + 3xy’
1+ (x+y)?
Barctg(x + y)[1 + (x + ¥)?] + 3x + 3xy’ = 2xy[1 + (x + ¥)?] + x2y'[1 + (x + y)?]
y'[x2(1 + (x + ¥)?) — 3x] = 3arctg(x + y)[1 + (x + y)?] + 3x — 2xy[1 + (x + y)?]
, _Barctg(x + y)[1+ (x +¥)?] + 3x — 2xy[1 + (x + y)?]
Y= x2[1+ (x +y)2] — 3x

Barctg(x +y) + = 2xy + x2%y’

b) f(x) = logs 5%°*1. Determinar f'(x).
Sejau=x*+1

v =54

y =f() =logzv
Pelaregra da cadeia temos:

dy du dv dy
dx dx du'dv
d_y = (2x).5*In(5)
dx ' "v.1In(3)

dy 2x.5%*1In(5)
dx  5x¥*+1]n(3)

s In(5)
f'(x) = Zx'ln(B)

3.
f(x) = 2sen(x) + sen?(x)
f'(x) = 2cos(x) + 2.sen(x). cos(x)
Encontrar os pontos no intervalo de [0,21] onde a reta tangente ao grafico de f(x)
é horizontal. (Encontrar os valores de x no intervalo [0, 2] onde f'(x) = 0)
f'(x) =0 - 2cos(x) + 2.sen(x).cos(x) =0
2cos(x)[1+sen(x)]=0

{ 2cos(x) =0
1+ sen(x) =0
* Da primeira sentenga temos:
() =0 T 3n
= b = —_ = —
cos(x x > ex >

* Da segunda sentenca temos:
1+ 2sen(x) =0

3n
sen(x) =—-1-x= >

Logo, os pontos no intervalo [0, 2m] onde a reta tangente ao grafico de f(x) é

. L 3
horizontal, sdo: (E' 3) , (—, —1).

2
*f(%)zZsen(§)+sen2(g)=2+12=2+1=3. (2,3);
) ) ) st ().
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a)y = .Encontrar a reta tangente no ponto em que x = 0.
)Y sen(x) + cos(x) g p 1
1 1

- sen(0) + cos(0) “o0+1 1

y

. —(cos(x) —sen(x))  sen(x) — cos(x)
Y = (sen(x) + cos(x))? _ [sen(x) + cos(x)]?
sen(0) — cos(0) 0—-1 -1
y'(©) = _= ==
sen(0) + cos(0)] 0+1) 1
* A equacio da reta tangente no ponto (0,1) é:
y—1=-1(x—-0)
y—1=—x
y=—-x+1
b) f(x) = sen?397t9(x*) Determinar f'(x).
Sejau = x*;v = arctg(u) ;z = 3%;y = f(2) = sen?(2).

Pela Regra da Cadeia, temos:
dy du dv dz dy

dx  dx du'dv dz

3—3: = (4x3). i 3”1In(3).2sen(z).cos(z)
) ) 4x3. 3arctg(x*), In(3).sen(2z)
y' =f'(x) = 1 + x8
) 4x3.397ct9(x*) In(3). sen(2. 3979 (x*))
f'e) = 1+ x8

5.
y = 9 — x2. Encontrar as inclinacdes das retas tangentes no ponto (2,1)
Note que o ponto (2,1) nio pertence a curvay = 9 — x2.
Esse ponto pode pertencer as retas tangentes a curva!
Seja a equacao da reta tangente dada pela seguinte expressao:
Y= Yo =m(x —x,)
Onde (x,,y,) € um ponto pertencente areta,e m o coeficiente angular dado pelo
valor da derivada num dado ponto da curva.

y—1=y'(x-2)
y—1=-2x(x—2)
9 —x?—1=—-2x%+4x
x> —4x+8=0
A=16 —32 = —16.

Daqui conluimos que nao existe x € R que satisfaca a equacdo acima. Portanto, nao
existe reta tangente a curvay = 9 — x? que passa pelo ponto (2,1).Logo,ndo ha
inclinagao!

* Obs: caso a curva fosse y = 9 — x3, esta sim contém o ponto (2,1). Teriamos como
equagio da reta tangente nesse ponto:

y-1=y'(2).(x - 2)

18



y—1=(-32%)(x-2)
y—1=-12(x—-2)
y—1=-12x+ 24
y=-12x + 25

— Neste caso, a inclinagio da reta é a = arctg(—12).
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2.3 12 Prova-06 de Outubro de 2007

1.
1 1 . .
a) f(x) = x.sen (;) — cos (;) .Provar que f(x) possui assintota horizontal.
—Dizemos que aretay = a é uma assintota horizontal se um dos casos a seguir
ocorrer: lim f(x)=a ou lim f(x)=a.
X—+00 X——00

. , 1 1 o 1

lim f(x) = lim (x.sen (—) — cos (—) .Fazendo a substituicio 8 = — e
X—+00 X—+00 X X X

ajustando o limite, temos:
* Se x - 4o00,entdao 8 — 0.

sen(0) )
< I cos(@)) = lel_r)r(l)

Portanto,a retay = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

1 1 1
lim f(x) = lim <x sen (—) — cos (—)) .Fazendo a substituicio 8 = — e
X—>—00 X—>—00 X X X

sen(6)

im

lim — lel_r)r(l) cos(f)=1-1=0.

ajustando o limite, temos:
* Sex » —oo,entdao 6 - 0.

~ (sen(6) __sen(8)
191_1}(1)< I cos(@)) = 191_1}3 N 191_1}(1) cos(f)=1-1=0.

Portanto,aretay = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

d
b) Determinar ld ,onde x.arccos(x +y) —m = y2.

dx

Pela derivagdo implicita temos:

-(1+y") ) _0=2y.y
V1—(x+y)?
arccos(x + y) [w/ 1-(x+ y)z] —x—xy' =2y.y' [Jl —(x+ y)z]
y' [Zy 1-(x+y)?+ x] = arccos(x + y) [\/T-I-y)z] - X
, _ arccos(x + ) [V1-(+3)?] -«
T TGt

arccos(x +y) + x (

2.
y = 2x? — 1. Determinar a equacio das retas tangentes & curva que passam pelo
ponto (4,13).
y' =4x
* A equacao de uma reta dado um ponto pertencente a ela e seu coeficiente angular
temos:

Y= Yo =m(x —x,)

y—13 =4x(x — 4)

2x%2—1—13 = 4x? — 16x
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2x2 —16x+14=0
x>—8x+7=0

A= 64 —28 =36
8+ 6

X > - x' ex"

* Parax = 1,temos y' =4
Logo, a equagio da reta tangente tem a seguinte forma:
y—13 =4(x —4)
y—13=4x-16
y=4x—3
* Para x = 7,temos y' = 28
Logo, a equagio da reta tangente tem a seguinte forma:
y—13 =28(x—4)
y —13 = 28x — 112

y =28x—99
3.
3x x| ) , ) _
f(x)=3x+[x|eglx) = 7 7 ;FProvarque f (0) e g'(0) ndo existem, mas que
(f © g)'(0) existe.
) ) - f(O) _ 4x—0 4x
f@=lin =g ===t
0 2x—0 2x
f' (0) = lim M lim = lim — = 2.
x—»O- X — x—-0~ X x—0~ X
* Como ' _(0) # f'_ (0) entdo f ndo é derivavel em x = 0.
X
C oy g —g(0) 5-0 7 1
9,0 =lim ==y = m ==z
0 x—0 X
g (0 = lim I =9O _ = lim =1
—>0_ x—20 x-0- X x—>0~" X

* Como g'_(0) # g'_(0) ,entdo g nédo é derivavel em x = 0.
—Vamos calcular (f o g)(x):
9x 3lx| [3x  |x|

9x 3x+3x X -0
———+———, sex
4 4 4' =
fl9®) = 9x 3x  /3x «x
1 +T—(T+Z>, sex <0

sex >0

2X, >
f(g(x)) - {Zx, sex <0
Logo, f(g(x)) = 2x.

(f o 9)() - (f © 9)(0) 2o )
(Fo9)',(0) = Jig, T iy B i T2
(o0 0) = Jip TP < i FE0 < iy T2

* Como (f o g)',(0) =(f °g)'_(0),entdo f o g é derivavel em x = 0.
E(feg)(0)=2
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4.

1CO h — tat t =0
a)y = sec) eterminar a reta tangente em x = 0.
B _tg(0)-1 0-1
* Parax = 0 temosy = sec®) - 1 1. (0,—-1)
, sec?(x).sec(x) — [tg(x) — 1] sec(x).tg(x)
Y= sec?(x)
, _ sec®(x) —sec(x) .tg?(x) + sec(x) .tg(x)
B sec?(x)
sec?(x) —tg?(x) + tg(x
y' = =) sei(i)) 9&) ; tg%(x) + 1 =sec?(x) » sec’(x) —tg*(x) =1
_1+tg(x) 1+tg(0)_1+0_

!

~ sec(x) ~ Y= sec(0) 1

* Logo, equacgdo da reta tangente em x = 0 é:
y+1=1(x-0)
y+1l=x
y=x—1

b) f(x) = cos [tgw/cos(x)] .Determinar f'(x).

Sejau = cos(x);v =+u;z=tgWw);y = f(z) = cos(z)
Pela Regra da Cadeia temos:
dy du dv dz dy

dx  dx du dv dz
dy

i (—sen(x)).%. (SeCZ(U))- (—sen(z))

1
y' =f'(x)= (—sen(x)).m. (sec?y/cos(x)). (—Sen (tgdcos(x)))

, sen(x)sen (tgw/cos(x)) sec?y/cos(x)
A 24/ cos(x)

c)glx) = /x + +/x . Determinar g'(x).

Sejau=x+x; vy =f(u) =Vu;
Pela Regra da Cadeia temos:

dy du dy
dx  dx du

2= (1+55) )
d 1 1
£=(1+2\/})<2 x+\/§>

5.

a) f(x) = SarCtg(Sen(xz)).Determinar f'(x).
Sejau = x%;v = sen(u); z = arctg(v);y = f(z) = 5%
Pela Regra da Cadeia temos:
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dy du dv dz dy

dx dx du dv dz

dy _ (2x). (cos(w)). T -}-1172 .5%.In(5)

dx
y' =f'(x)= (Zx)(COS(XZ))HTnZ(xz).

2x.cos(x?). SarCtg(Sen(xz)). In(5)
1 + sen?(x?)

Sarctg(sen(xz))' In(5)

HOE

b) y = e** . Encontrar os valores de k que satisfazem a equagio y"” + 5y’ — 6y = 0.
y' = kek*;y" = k%e** Substituindo na equagio temos:
k?e** + 5ke** — 6e** = 0 - Como e** # 0 Vx € R, dividindo todos os termos por e**
k*+5k—-6=0
A= 25+ 24 =49

—5+7

k= 5 >k'=1ek"” = —6.

* Logo, os valores de k que satisfazem a equagdo acima sao 1 e — 6.
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2.4 42 Prova-01 de Dezembro de 2007

1.

a) x* + 4x + 1000 = 0 tem, no maximo, duas raizes reais.

Seja f(x) = x* + 4x + 1000. f é uma funcio polinomial e, portanto, continua e
derivavel em todo seu dominio.

Suponha que f(x) possua 1 raiz real designada por c, e suponhamos que f tenha
uma segunda raiz b .Sendo f continua e derivavel no intervalo [c, b], entdo, pelo
Teorema do Valor Médio existe algum x € (¢, b) tal que:

_f®)—f©) _0-0_

~ b-—c¢ b—c_0

f)
fl(x) =4x3>+4
ffx)=0-4x3+4=0->x3=-1>x=-1
Dai, tiramos a seguinte consideragdo:c < —1<b
Agora, suponhamos que f possua uma terceira raiz, entdo pelo Teorema do Valor
Médio devemos ter algum x # —1 tal que f'(x) = 0.Um absurdo! Pois f'(x) sé
possui uma raiz. Logo, f (x) tem,no maximo, duas raizes reais.

b) Se f é continua no intervalo [2,5] e 1 < f'(x) < 4 para todo x em (2,5), mostre
que3 < f(5)—f(2) <12.

Sendo f continua no intervalo [2,5] e derivavel em (2,5), pelo Teorema do Valor
Médio existe algum x € [2,5] tal que:
_f(5)—f(2)

[ =—c—3
Pela definicao dada acima temos:

1< % <4

A IO

3
3<f(5)-f(2) <12

2.

f(x) =ax?+bx—c

f'(1) =0ef(1) =7 ; Usando essas informagoes na analise da funcio, temos:
f(2) = -2

f'(x) =2ax+b

f'()=2a+b=0()

f(D)=a+b—-—c=7UI

f2Q)=4a+2b—c=-2I)

2a+b=0 2a+b=0
a+b—c=7 —->{-a-c=7—-c=2;a=-9;b=18
da+2b—c=-2 —c=-2

* Logo, f(x) = —9x2 + 18x — 2

3.
a) Usando o teste da segunda derivada para a fungido f(x) = ax* + bx + ¢ temos:
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f'(x) =2ax+b

f"(x) =2a

f'"(x)>0-2a>0~a>0.

Logo, quando f" (x) > 0 temos concavidade voltada para cima. Neste caso, temos
C.V.Cparaa > 0.

f'"(x)<0->2a<0-~ a<0.

Logo, quando f" (x) < 0 temos concavidade voltada para baixo. Neste caso, temos
C.V.Bparaa <O.

b) lirglJr(cx 4 1)c0t9) = ¢=T Determinar c.
xX—

In(cx+1)
— 1
lim (cx + 1)°09® = Jim M(ex+D®I® = |jpy geotg(in(ex+1) = iy ¢ cotg® =
x-0% x-0% x—-0+ x—-0*
li In(cx+1)
m 1
x-»0t - _
e cotg(x) |
c
In(cx + 1) — lim ln(cx+1)= L x+1 _ ¢
x>0+ 1 x-0t  tg(x) x>0+ sec®*(x) c+1
cotg(x)
lim ln(calc+1)
x>0+ _<
e cotg(x) = e M 5 pctl =
c T
=—n-oc=-nc—n-o>cm+1l)=-n-oc=-—
c+1 ( ) T+ 1

xZ

4.Esbogar o grafico de f(x) = x*e”
(I) Intersecdes com os eixos coordenados:

f(x)=0 Sx.e™=0; e #0VxeR
fx)=0-x2=0-x=0.

—Existe apenas o ponto (0,0) como intersecdao com os eixos.
(IT) Crescimento e Decrescimento:

f'(x) = 2x.e™* + x2(—2x).e™

F(x) = e (—=2x3 + 2x)

(%) = x.e ™ (—2x% + 2)

Obs: e ** > 0,vxeR

Fazendo o estudo do sinal de f'(x), temos:
————————— t+++++++++  x

————(E=ED++++++1 === === (—2x% + 2)

+++++F++++++r+FFE+++ e

++++(=D)———-0+++1—-————— f(x) = x.e™ (=2x2 + 2)
® ® L

* Logo, f(x) é crescente no intervalo (—o,—1) U (0, 1) e decrescente no intervalo
(=1,0) U (1, +0).

(I1II) Pontos Criticos:

—Ocorremonde f'(x) = 0 ou onde f'(x) ndo existe.

Neste caso, os pontos criticos ocorrememx = —-1;x =0ex = 1.
1 1
f(=1) =2 ;f(0)=0;f(1) = -

25



1 1
Logo, os pontos criticos sdao (—1,;) ,(0,0) e (1,;).

(IV)Concavidades

(%) = (—2x). e > (—2x3 + 2x) + e " (—6x2 + 2)
(%) = e (4x* — 4x? — 6x% + 2)

F'(x) = e ™ (4x* — 10x2 + 2)

Estudo do sinal de "' (x):

sejay = x%entio

4y2 210y +2 =0 — A= 100 — 32 = 68

10 + 68 10 +68
y:Taxzi T;

Como a funcio polinomial g(x) = 4x* — 10x2 + 2 é uma funcio par f(x) = f(—x)
podemos concluir que esta fungao é simétrica em relagdo o eixo y.Ou seja,

Com essa analise podemos concluir que:
1 — f(x) possui concavidade voltada para cima no intervalo

10 + V68 10 — V68 |10 —/68 10 + V68
—g Y|~ 8 8 N85

—00 — 400

’ 8

2 — f(x) possui concavidade voltada para baixo no intervalo

10 + V68 10 — V68 10 —v/68 |10 + V68
B 8 8 v g ' 8

(V) Pontos de Inflexao:

, , 10 + 68
—Ocorrem nos pontos onde f"(x) = 0,ou seja,emx = + —g

(VI)Assintotas:
2

—Verticais: Nao existem! Pois,sendo f(x) = temos D(f) = R.Logo, nédo

e~x?
ha restringao para valores de x que possam gerar indeterminacdo no denominador,
de modo a obtermos uma assintota vertical.

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer

um dos seguinte casos: lim f(x) =a ou xl_i)moof(x) =a

X—+ 00
_ o x? _ 2x -1
lim f(x) = lim — = lim ——= lim —=0.
x—+00 x—+00 g—X x—+00 (_Zx)e_x x—+00 g—X
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. o) = i x? _ 2x i -1 0

1m X) = llm = lim ——— = lim = 0.
o xo-0e X xo-w (—2x)e ¥ x-o-we*
Logo,aretay = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

05

5.
a) x* — y? = 1.Encontrar o ponto da hipérbole mais proximo do ponto (0,—1).
Dado um ponto (x,y) pertencente a hipérbole, temos:
D=yx2+(y+1)2=x2+y2+2y+1=2y2+2y+2
, 4y + 2 2y +1
D'(y) = =
24/2y2+2y+2  \J2y2+2y+2

1
D'y)=0-2y+1=0->y=—=

2
1

Logo,paray = —3 temos:

S SIDRIP. +\/§

—_——_——= - = — - = —_—
X 2 X 2 x=+ >

. o ) N V5 o1

Os pontos da hipérbole mais préximos do ponto (0,—1) sdo —5 73 e > 73)

b) Aretax +y = 0 tangencia o grafico de uma funcao f em determinado ponto e
que essa funcio é tal que f''(x) = 3x%e f'(0) = 0. Determine a funcio f.

* Primeiros devemos procurar uma antiderivada de " (x) = 3x2.

Dai temos que f'(x) = x3 + C ,onde C é uma constante a ser determinada.

Como f'(0) = 0, concluimos que C = 0. Logo, f'(x) = x3.

Aretay = —x possui coeficiente angular igual a — 1, valor assumido por f'(x)
em x = —1. Portanto, o ponto de tangencia é (—1,1).

1
* Encontrando uma antiderivada para f'(x) = x3temos f(x) = ZX4 + K, onde

K é uma constante a ser determinada.
Como f(—1) = 1, entdo temos:

1( D*+K=1-K=1 ! K 3
—(— = - = —_ - = —,
4 4 4
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1 3
Logo, concluimos que f(x) = ZX4 + 7
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2.5 42 Prova-06 de Dezembro de 2007

1.
a) Encontrar a antiderivada mais geral da funcao
f(x) =vx —7x73/* + 3e* + 7sec?(x) + n
Seja F a funcido primitiva de f,tal que F'(x) = f(x). Calculando a antiderivada
de cada parcela de f(x) temos:

ab.x% 1

[b.x%] =Vx = ab.x* 1 = x1/2 — =1~ ab.x®3/2 = 1. Entio, temos:
x
3
_Z_ 3 1 2
{a Z_O%azzebzazg
ab =1
* A primeira parcela da antiderivada é: §x3/2.
a -3/4 a-1 -3/4 ab'xa_l a+1/4 ~
D,[b.x%] = x - ab.x =x - =y ke 1-ab.x = 1. Entdo, temos
1_ 1
{a+1_0—>a=—zeb=—4.
ab=1

x A segunda parcela é: (—7).[—4x~1/*] = 28x~1/,
D,[a.e*] = 3e* - ae* = 3e* - a = 3.

* A terceira parcela é: 3e*.

* A quarta parcela é : 7.tg(x).

* A quinta parcela é: x.

2
Logo,F(x) = §x3/2 +28x7 V% 4+ 3e* + 7.tg(x) + mx + C.

Onde C é uma constante, de modo que, para todo C temos F'(x) = f(x).
b) Encontrar f tal que f"'(x) = —3e* + 4sen(x),f(0) =0e f(r) = 0.

* Primeiro encontramos uma antiderivada de f" (x).
f'(x) = —3e* —4cos(x) + C,onde C é uma constante.

* Por Ultimo encontramos a funcao f na seguinte forma:
f(x) = —3e* — 4sen(x) + Cx + D ,onde D é uma constante.
f(0)=0-—-3e%—4sen(0)+C.0+D =0
-3-04+0+D=0
D = 3.

f(m)=0- —-3e™ —4sen(m) + C.t+3 =0
—3e™-0+4+C.t+3=0

C.mt=3e™-3
3e™ —3
= —

3e™ -3

Logo, f(x) = —3e* — 4sen(x) + x+ 3.

29



< R -
Por semelhanca de triangulos temos:
H H-h HRR —71)
R T ” RH
A
V=mnr’h->V= nrz.E(R —-r)> V= ?(er —r3).

Por meio da primeira derivada encontraremos o ponto onde V é maximo.

, mH o )
V(r)zF(ZRr—Sr V' (r)=0-2Rr—3r“=0;

2R
Resolvendo, obtemos r = ?;

Obs: Note que r = 0 nao pode ser solugdo do problema!

2R R
H(R-5) H(3)
Sendor = —,encontramosh=——~>->h=—>>5h =—
3 R 5 " R 3
* Substituindo H =1e R = 1temos:r = 3 eh= 3
, 2\2 1y 4
Dessa forma temos V3, = m.7°.h = m. (§> <§> = 571 u.V
3.
In(cos x) limln(cosx)

a) lir%(COS x)COS¥ = limreln(cosx)cosx — limrecosx.ln(cosx) — lin71Te secx - — ex->72—r secx

x—>§ .X—)? .X—)? X—>§
Calculando o limite do expoente temos:

In( ) —senx . 1

n(cosx —tg x -
1m—=lim%=lim—g=lim = lim(—cosx) = 0.
x_% secx x—% secx.tgx x_)%secx.tg X x_% secx x_,g
Logo,
. In(cosx)
. h_)ni secx 0
lim(cos x)%5% = ez =e’ =1.
x—%
3,5
. e e - In(i4ers)

b) lim (1 +-—+ —2) = lim eln(H?x_z) = lim ex'ln(H?x_z) =lime *x =

X—00 x x X—00 X—00 X—00

3.5
lim ln(1+§+x—2)

X—00 1
e X
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Calculando o limite do expoente temos:

es)

x%  x3

3 10
In(1+3+=> 1+3+2 e ) 3+10
. x & x? . x  x? X X
lim = lim = lim = lim =
X x2 X x2 X x2

340 _ 3 —3
1+0+0 1 '
Logo,

3.5
5 N J}Lrgln(l‘l‘i—c‘l‘x—z)

lim<1+—+—2) =e x =e3
X—00 X

4. Calcular a drea da regido sob o grafico de f(x) = x> + x?,entrex =0 e x = 1.

Utilizando o método da Soma de Rienman:

Area = lim z f(x;)Ax

1 i
Onde Ax = = — ;assim x; = —.Substituindo na expressao, temos:
n n

n

n
i1
Area = lim Zf (—)—
n—oo n;’n

i= Tl
1 i3 i
=lm=> (5t
i=1
1[1 < 1w
1 3 2
—,lll&;[ﬁZl WZ‘]
i=1 i=1
. n(2n?+3n+1)
>l<0b$1:§:i2
, 6
l?ll
n*n*+2n+1
*Obsz:Zi?’: ( )
. 4
=1
1n2(n +2n+1) 1n(2n?+3n+1)
Area = lim — + —
nown |n3 4 n2 6
_ 1 1 [(n? +2n+1) 2n®+3n+1)
= ahen 4n 6n
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o 1[6(n?+2n+1)+4(2n?+3n+1)
= lim —
n-oon 24n

- 14n? +24n+ 10
= lim

n-oo , 24n?
= lim n n n
n—-oo 24n2
nZ
24 10
14'F7T'F57

= lim
n—-o0o

14+0+0

24
PR
rea =5, = ou
x3—x+1_

)

5.Fazer o graficode f(x) = 2
a) Dominio da fungao;

* f é uma funcao racional e,como seu numerador é uma funcao polinomial com

o dominio sendo o conjunto dos nimeros reais,o dominio da funcao f fica restrito
ao denominador, o qual deve ser diferente de zero.

* Portanto,x?> # 0 = x # 0.

D(f) =R —{0}.

b) Intersecbes com os eixos coordenados;
* Nao ha interse¢do com o eixo y,pois x = 0 ndo pertence ao dominio de f;
fX)=0-x3—x+1=0
Calculemos f(—=2) e f(—1):
-8+2+1 5 -1+1+1
f-2) = ————= -

2 ~2 e f(_l):f_l
* Como f é uma fungio polinomial racional e, portanto, continua em [—2, —1],
e f(—2) <0 < f(—1),podemos garantir pelo Teorema do Valor Intermediario
que existe algum x € (—2,—1) tal que f(x) = 0.0u seja, f (x) possui uma raiz
entrex =—-2ex=—1.

c¢) Extremos Relativos;
Bx?—1Dx? = (3 —x+1D2x

OE =
, 3x* —x? — 2x* + 2x% — 2x
f'x) = Z
x
x* 4+ x?% —2x
f'(x) = ———— ;comx # 0 temos:
X
, x3+x-2
[0 =3
, x34+x—-2 s
Fazendo f'(x) =0 — x—3=0(:)x +x—-2=0
Fazendo o teste das raizes provaveis — 2,—1,1 e 2 temos:
% 2)_—8—2—2_10 % 1)_—1—1—2_4
/ =— = s -1
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1+1-2 84+2—2
') =—7 =0 f’(2)=T=1
* Portanto,para x = 1 temos f'(x) = 0.
Fatorando o numerador de f'(x) temos:
B+x-2=Cx-1D*+x+2)
Note que o segundo fator é irredutivel, ou seja,ndo podemos decompor em
fatores lineares. Logo, f'(x) s6 possui uma raiz real (x = 1).

1¥—-1+1
f() = —z - 1. Temos o ponto de extremo relativo (1,1).
d) Crescimento e Decrescimento;
* Analisando o comportamento (sinal) de f'(x):
———————————— F+++++++++++ (-1
++++++++++++5¥++++++++++ 4+ + (x2+x+2)
——————— o++++4++++++++4+++++ x3

7~

3 —
+++++++§————1++++++++++++ ) =257
+ Da anélise concluimos Que:

f(x) é crescente no intervalo (—o,0) U (1, +)
f(x) é decrescente no intervalo (0,1)
e) Concavidade;
. (Bx2 + D3 — (&3 + x — 2)3x?
£ = —~
., 3x° + x3 — 3x5 — 3x3 + 6x2
£ = a
. —2x3 4 6x?
f (X)=—x6 ;comx =0
" —2x +6
f(x) = Tt
* Analisando o comportamento (sinal) de f''(x):
+++++++++++++ 33— ————— — (—2x + 6)
t++++++ +Q++++P+++++++++++  x*
P | PO ) ==

* Da andlise concluimos que:

f(x) possui concavidade voltada para cima no intervalo (—,0) U (0,3)
f(x) possui concavidade voltada para baixo no intervalo (3,+)

f) Pontos de Inflexao;

* Onde f''(x) = 0,.Portanto,em x = 3.

(3)_33—3+1_25
f@=—fm—=5

25
Ponto de Inflexao : (3,?>

g) Assintotas:
* Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos
seguintes casos:

lim f(x) =40 ou lim f(x) =+

x—-at x-a~

— Verificando se a reta x = 0 é uma assintota vertical:
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lim FGO = i —x+1 i x3—x+1 N
m X)=1lim ——= |lIlm ——— = +00
x—0% f x—07t x2 x—0t x2

—

{

0+

Logo,areta x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

* Horizontais: Dizemos que a retay = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos:

lim f(x) =a ou xl_i)r_noof(x) =a

X—+00
_ _ S—x+1 o 3x*—-1 . x
lim f(x) = lim ————= lim ——— = lim — = lim 3x = 400
X—+00 X—+00 xZ X—+00 Zx X—+0 2 X—+00
_ _ 3—x+1 o 3x*-—-1 6x _
lim f(x) = lim ————= lim ——— = lim — = lim 3x = —o0
X——00 X——00 xZ X——00 Zx X—>—00 2 X—>—00

Logo,ndo existem assintotas horizontais ao grafico de f(x).
* Obliquas: Dizemos que aretay = ax + b é uma assintota obliqua se
lirp [f(x) —(ax+b)] =0
X—100

- 3—x+1 x—1
. = —x-
fx 2 ; X 2
x—
f=x="" 1 1
_ —x+1 . T2t . Txty
-1 i () ETE iy O
2
1
lim ——+—] lim —+ lim —=0+0=0
x—+oo x—>too X x—too X

Portanto,a retay = x é uma assintota obliqua ao grafico de f(x).
|1

‘ Bl
‘ Assintota

y=r
L /

/" Pontoden flexiio

// ExlremoRelativo
.
;

Assintota =10
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2.6 Reavaliacao da 22 média-07 de Dezembro de 2007

1.
SejaV o volume de dgua que permanece no cone, V, o volume de agua que entra
e V; o volume de agua que escoa (vaza) do cone. Entio:

V="V
av. dv, dV;
dt  dt  dt
De modo que, % é a taxa com a qual entra 4gua no cone, que é 8cm®/min . Logo,
dv dV;
PR
Na questao ele pede a velocidade de escoamento, ou seja, % .Assim,
dV; dav
a0 T
Calculando Ccii_t temos:
dV  dh dV dh ] ]
G- dn Obs: i 1Imm/min = 0,1cm/min
|e 5cm%|
nr?h - h 20 h
V= 3 Por semelhanca de triangulos temos: T=7T =>r= Z.Entéo:
h3 dV  3mh? mwh? v h? 0,1th?
%4 =E,logo - a8 - 16 ASSLm,E= 0,1><E=> 6
dv, 0,1h?
I 8 — 6 .Quando h = 16cm temos:
ave 0,1 (16)? B 3, .
i 8 — T (8 —1,6m)cm?/min
2.

a)Equagao para a reta tangente a curva x¥ = y* no ponto em que x = 1.
Parax = 1temos: 1Y =yl > 1=y,
0 ponto em questido é (1,1).
* Aplicando o logaritmo em ambos os membros da igualdade, temos:
Inx? = Iny*
y.Inx = x.Iny — por diferenciacao logaritmica e implicita, temos:

: 1 Y
y .lnx+y.x =Iny+x. y
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X
y.Inx—y'.—= lny—X
y

x
x

y’.[lnx——] =lny—X
y x

_Y

,_lny p”

y = X

Inx —=

y

Calculando o valor de y' no ponto (1,1) temos:

1
_lnl—T=0_1=__1=
1 0-1 -1

lnl—T

Assim, a expressdo da reta tangente no ponto (1,1) e coeficiente angular igual a 1:
y—1=1(x-1)

!

y

1.

y—1=x-1
y=x
b)Encontrar o ponto onde a curva y = cosh x possui a derivada igual a 1.
y' = senh(x)
y'=1 - senh(x)=1 (I)
X _ ,—X
senh(x) = ———— ; substituindo na equacio (I):
eX —e™* :
2
eX—e*=2
|
ef——— 2=0

e?* —2e*—1=0
Fazendo a substituicio b = e* obtemos a seguinte expressao do segundo grau:
b2—-2b—1=0
* Obs:se b = e*,entdo b > 0Vx € R.
Resolvendo a equagdo acima, temos:
A=4+4=8
2+2V2
b=———>b=1+V2 oub=1-2(b<0)
0 termo em destaque nao satisfaz a condi¢cdao anteriormente citada!
Voltando a expressao:

b=e*
1+V2=e"
x=ln(1+\/§)

* Dessa forma, calculando o valor da curva em x = ln(l + \/E)
y = cosh(ln(l + \/E))
eln(1+\/§) + e—ln(1+\/§)

2

1
A V2478 1 vZea41 442V 2447

Y= 2 2422 2+2V2 1442
*Logo,opontoé(ln(l+\/§),\/§).

y:
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3.

@) f(x) = ax.eP®® tem um valor maximo em (2, 1). Determinar a e b.
Temos, portanto,que f(2) =1e f'(2) = 0.Logo,

f(2) =2a.e** =1

F'(x) = a.e’® + 2abx?. eP**

f'(2) =a.e*? +8ab.e*? = 0;Como e*? # 0 Vb € R dividimos ambos os termos.

4b _
{ 2a.e® =1 Da segunda expressao, temos:

a+8ab =0

a(1+8b)=0

1

Oua=00ul+8b=0->>b= —§;Se a = 0,entdo f(x) = 0.Um absurdo! Pois,
f(2)=1. .

Logo,b = — 3 Substituindo na primeira expressao:

2a.e”V2 =1

2a 1
—=1-2a=Ve->a==e

Ve 2

f(x) = %\/E.x. e=x"/8

b) lim(1 + ax)P/*,

* Facamos x = prs ,e ajustando a expressao do limite,se x - 0 entdo t — oo.
a

abt 1\t ab
lim(1 + ax)®/* = lim (1 + —) = llim (1 + —) l = e
x—0 t—oo t t—oo t

n
* Obs: Limite Fundamental Exponencial lim (1 + H) =e

n—-oo

4.

Perimetro = 20 u.C
P=2b+0)=20>b+1=10->1=10-b ()
V=mnb?l->V=mrb?(10-Db)

V = m(10b% — b3)

V'(b) = m(20b — 3b?)

Fazendo V'(b) = 0 obtemos:

20
200—3b2=0->b=00ub= 3 .Note que b = 0 ndo serve como solugao!

[=10—-b>1=10 20 _10
= —_ - = —_——_—= —
3 3

] _ . ] . 20 10

Logo, as dimensdes do cilindro de maior volume sao b = 3 el = 3
o 2x? , 2x?

5.Esbogar o graficodey = g2 Consideremos f(x) =y = 92
(IDDominio:
D(f)=x€R; 9—x2+#0
D(f) =R—{-3,3}.

37



(I1I) Intersecdes com os eixos coordenados:
—Como eixo y:

(0) = 207 —0—0 Ponto (0,0)

f =9-02-9-0 onto (0,
—Com o eixo x:
f(x)=0-2x2=0-x=0. Ponto (0,0)

(II1I)Assintotas:

—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um

dos seguintes casos:
lim f(x) =40 ou lim f(x) =t
x—-at x—a~

* Vamos verificar se as retas x = —3 e x = 3 sdo assintotas verticais:
. ) . 2x?
* lim f(x)= Ilm ———;
x—-3% f x—>-3+9 — x2’

Analisando o denominador da funcao temos:

——————— (=) +++++++RQ)——————— (9—x?
U U

Obs,: Sex - —3%,entdo x > —3.Logo,9 — x? > 0 entdo 9 — x? - 0*.

k
Dessa forma o limite se apresenta na forma o com k > 0. Portanto,

_ _ 2x?
xEI—n3+ fx) = x2£n3+ 9 — x? =t
. . 2x?
E S = —_—
x—}l—g‘ f(x) x—}l—n3‘ 9 —x2’

Obs,: Se x » —37,entdo x < —3.L0go,9 — x?> < 0 entdo 9 — x*> - 0.

k
Dessa forma o limite se apresenta na forma 0= comk > 0.Portanto,

_ _ 2x?
xEEHS‘ fe) = xEEHS‘ 9 — x2 -
— Logo,areta x = —3 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
. o 2x?
i 0= i 5=

Obs;: Se x —» 3%,entdox > 3.L0ogo,9 —x? <0entio9—x? - 0.

k
Dessa forma o limite se apresenta na forma 0= comk > 0. Portanto,

. . 2x2 3
Jim f(x) = lim o = —o0
2x2

* lim f(x) = lim ;
x—3~ f() x—3~9 — x2
Obs,: Se x = 37, entdo x < 3.L0ogo,9 — x? > 0 entdo 9 — x? - 0*.
k
Dessa forma o limite se apresenta na forma o comk > 0.Portanto,
2

lim f(x) = lim = +o00,
x—--3" x

->-3"9 — x?

— Logo,areta x = 3 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
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—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos:

lim f(x)=a ou lim f(x) =a
X—+00 X—>—=00

2x2
i N S S AL
A e =t m= n g e =ty ==

x? xZ

2x2
i N S - S AL
x—l>rpoof(x) T o9 —x2 T a9 — 42 _x—1>r—n°°9—1_—_1_ '

2 Y2

X X

— Logo,aretay = —2 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

(IV)Crescimento e Decrescimento:

4x.(9 — x?) — 2x2%.(—2x)

f'x) = 0 — %72
) 36x — 4x3 + 4x3
f'x) = DL
, 36x
fx) = @0

* Analisando o comportamento (sinal) de f'(x), temos:

—————————— O++++++++++  36x

++++(63)+++P++++@+++++ (9 —x?)?

36x
(9—x2)2

————(3)———-0+++ Q+++++ f()=

O (@] O

Da andlise do sinal de f'(x) concluimos que:

f(x) é crescente no intervalo (0,3) U (3,4+) e
f(x) é decrescente no intervalo (—o,—3) U (—3,0)

(V)Extremos Relativos:

—S6 ha um ponto de extremo relativo, ocorre em f'(x) = 0,ou seja,em x = 0
f(0) = 0. Ponto (0,0).

(VI) Concavidade e Pontos de Inflexao:

36(9 — x2)? — 36x(2)(—2x)(9 — x?)

() = @ —x7)
" _ 36(9 — x2) + 144x?
') = —— a2y
yo ~ _ 108x? +324
f'(x) = (9_—xz)3
N _ 108(x% + 3)
ANCEFD
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* Fazendo o estudo do sinal de f' (x), temos:
+++++++++++t+ttt+++++++ 108(x%+3)

_____ (53)++++++$'3‘)______ (9—x2)3108(x2+3)
_____ (53)++++++g)—————— ') =

Da andlise do sinal de f" (x) concluimos que:

f(x) tem concavidade voltada para cima no intervalo (—3,3) e
f(x) tem concavidade voltada para baixo no intervalo (—o0,—3) U (3, +)

* Ndo ha pontos de inflexdo em f(x),pois 2x € R; f""(x) = 0.

2x?
Logo, 0 esbogo do graficode f(x) =y = e é:
- X
i | i
i 51 i
| 44 i
I 34 I
i 2 i
i i i
i oA i
w0 5 7 % 5 P 2 1 'R 2 5 1 5 6 7 8 R
! 14 1
----------------------------------------------- B S
i 4 i
i 41 i
| 5 |
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Capitulo 3 2008

3.1 12 Prova-14 de Marg¢o de 2008

1.
1
flx) = 2 encontrar a reta tangente no ponto (—2,1/4)

* A inclinagio (coeficiente angular) da reta sera dada pelo valor da derivada
de f(x) no ponto em que x = —2.

1 1 x? — (x + Ax)?
von o f+A)—f(x) x4+ Ax)Z x2 . xZ(x+Ax)Z
f1@) = Alalcr—r}o Ax B Al)lcl’_l’)lo Ax N Alplcrllo Ax N
o x%2—x?% = 2x.Ax — Ax? . =2x.Ax — Ax? - Ax(—2x — Ax)
lim = lim = lim =
Ax—0  Ax[x?(x + Ax)?] Ax—0 Ax[x?(x + Ax)?]  Ax—0Ax[x?(x + Ax)?]

I —2x—Ax  —2x
A;lcllloxz(x+Ax)2 T oxt

, —2x =2
f'x) = >* 43

'(=2) = -2 -2 1
u (=23 -8 4

Dado um ponto e o coeficiente angular da reta a equacdo da reta é da forma:
Y = Yo = m(x —x,)
1 1
y——=—(x+2)

4 4
1,3
Y=y
2.
sen(x — )
. tglx—m) . ‘cos(x —m) _ sen(x —m)
) lim -2 = i, 22X~ =
x>0  Senx x>0  Senx x-0 senx|[cos(x — m)]
I Senx.cosm — Senm.cosx I —senx i -1 _ -1
50 senx[cos(x —m)] 20 senx[cos(x —m)] 20 [cos(x — )] cos(—m)
=—=1
-1
B i (x*+2x)%2 . x6 + 4x* + 4x? 3
) e (2x—1)3(x2-1) st (8x3 —12x2+6x—1)(x3—-1)

_ x6 + 4x* + 4x?
lim

x—00 8x0 — 12x5 + 6x* —9x3 + 12x2 —6x + 1 -
x® 4 4x* + 4x?

lim x° =
x—00 8x6 — 12x5 + 6x% —9x3 + 12x2 —6x +1
x6
4 4
1+ =+—= 14040 1
lim XX y

AT 12 6 9 12 6 1 8-0+0—-0+0—-0+0 38
-y Tt T tE
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senx 1

tgx —secx + cosx - + cosx senx — 1 + cos® x
c) lim = |im £95X COSX = lim > =
x—% cosx x_,g CoS x x_% Ccos“ x
i SETX — 1+1—sen’x i SETX — sen’x senx(1 — senx)
im = lim—————— = lim =
P 1 — sen?x st 1—sen’x x—t (1 — senx)(1 + senx)
] senx 1 1
lim

x> (1 + senx) - 1+1 2

3.
Se f e g sdo fungdes continuas num intervalo fechado [a, b] sdo equivalentes
as seguintes proposigoes:
* f e g sdo continuas no intervalo aberto (a, b),
1) f(a) e g(a) existem;
2) lim f(x) e lim g(x) existem;
x—-at x—-at

3) lim,_ + f(x) = f(a) e lim,_ + g(x) =

9(a)
De modo similar, temos:

1) f(b) e g(b) existem;

2) liIlI)l_ f(x) e lirlr)l_ g(x) existem;

xX— X—

3) lim f(x) =f(b) e lim g(x) = g(b);
* Fazendo as interrelagbdes com a questao, temos:
f(=2)=7; g=2)=2 ; f(B)=4 e g(5)=5

ot =25 (g6 ~SllgG) + 3]
x-5- g(x)—5  x-o5- gx)—5

lirgl_g(x) + lil‘gl_ 5=5+5=10.

X— X—

b) (g = x) =g(x) - f(x)
(9-=2)=9(=2)-f(=2)
=2-7
= —5.
(g-15)=906)-f05)
=5-4
=1.

= lim [g(x) + 5] =

¢) Vimos no Calculo 1 que a soma de fungdes continuas é uma fungao continua e,
portanto, (g — f)(x) é continua no intervalo [—2,5],e ainda, (g — f)(—2) < 0 <
(g — f)(5).Logo,podemos garantir pelo Teorema do Valor Intermediario que
existe algum c € (—2,5) tal que (g — f)(c) = 0.0u seja,
@=)=0-g()—f(c)=0- f(c) =g(o).

3
—Ex+5, sex < 2,

flx) =
—x?+bx+(1-0b), sex>2
Determinar b para que f seja continua em x = 2.
* Basta encontrarmos b tal que f(2) = xllg)+ f(x) ,pois o limite lateral a
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esquerda ja satisfaz a igualdade f(2).Logo,
3
f(2)=—§(2)+5=—3+5=2 €))
lim f(x) = lim[-x*+bx+ (1—b)]=—-4+2b—1=2b-5(I)
x—-27% x—-2%
Pela igualdade, temos:
7
2b—5=2—>2b=7—>b=z.
* Como f(x) é uma funcgio sentencial, ela é continua no dominio de cada sentenga,
onde elas existem, com excecao do ponto onde ha mudanca de comportamento da
funcao, neste caso em x = 2. Como ambas as sentencas sao funcgdes polinomiais,
elas sao continuas em todo seu dominio de abrangéncia.Logo, ja temos que f é

continua no intervalo (—o,2) U (2,+»). De modo que,parab = 7/2,f é continua
em x = 2 e,portanto, f é continua no intervalo (—o,+).Logo, f é continua em R.

Vx+1
V-1

* Primeiramente, vamos definir o dominio da funcao!
D(f) ={x ER|x = 0,x # 1}
—Assintotas Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se
ocorrer um dos seguintes casos:
lim f(x) =400 ou lim f(x)= 1o
x—at x—a~

5. Determinar as assintotas da funcio f(x) =

* Verificando se areta x = 1 é uma assintota vertical:

vx+1
i — 1§ — . Ay — +
S 0) = i g T e O m 120

Obs:se x —» 1Yentdo x > 1 e,ainda,Vx >1=>Vx—1> 0;
* Logo,areta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Assintota Horizontal: Dizemos que areta’y = a é uma assintota horizontal se
ocorrer um dos seguintes casos:
lim f(x) =a ou lim f(x) =a
X—+00 X——00
* Como f(x) s6 existe para os reais positivos, com excecdo de x = 1,ndo faz sentido
calcular xl_i)moof(x) .Logo, calculamos apenas o limite com x — +oo.

1 1
| Cmer () v
lim f(x) = lim ——= lim —— = lim = =—=
X—+00 x—>+004fx — 1 xe+mvg(1__;L> xe+m1__;L_ 1-0 1
Vx Vx

Logo,aretay = 1 éuma assintota horizontal ao grafico de f(x).
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3.2 22 VPA-12 de Abril de 2008

1.
sen’x sen3x sentOx

=1
f(x) + senx + > + 3 + 10

a) f'(x) = 0+ cosx + senx.cosx + sen®x.cosx + -+ + sen’x. cos x
f'(x) = cosx (1 + senx + sen’x + sen3x + -+ + sen’x)

T T T T T T
b)f' (E) = COS—(l + sen—+ sen®*—+sen®>—+ - + seng—)

6 6 6 6 6
s
* Entre parénteses temos uma progressao geométrica (P.G) de razio q = sen I3
1
q= 7
A soma dos n primeiros termos de uma P.G é dado pela expressao:
a;(1—q"
S, = 1( q")
1-¢q
1
1(1-7m)
=TT
-2
210 -1
1
Sp = 1
2
_2(1024—-1) 1023
" 1024 512

Jmy V3 1023 1023V3
HGREEE S
2 7512 1024

o)f'(x) = cosx (1 + senx + sen’x + sen3x + - + sen’x)

1 — sen'%x
(1 + senx + sen?x + sen3x + - + sen’x) = ——
1 —senx
100 1 — sen'®x "
X)=CoOSx & ——— =
1 —senx

Resolvendo a expressao, temos:

1 —sen'®x = 1 — senx

senx(sen®x —1) =0

{ senx =0 —>x=00ux=z'

sen®x—1=0 2’

* Como consideramos o intervalo aberto (O, %) ,nao existe um x € R tal que

f'(x) = cosx.
2.
_( 3x? sex<1
f(x)_{ax+b, sex > 1.

a) Para que f seja continua em x = 1 basta resolvermos a seguinte expressao:
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f() = 111{1+ f(x),pois o limite lateral esquerdo ja satisfaz a igualdade f(1).
x—

f(1)=312=31=3

xh_,r?+ fx) = xll_>r{1+[ax +bl=a+b

Logo,temos arelagio: a+b =3 (I)

b) Encontrar a e b para que f seja diferenciavel em x = 1.
* J4 temos a relagdo para a continuidade em x = 1. Calculando as derivadas
laterais em x = 1, temos:

fx) - f(1) . 3x*=3 3(x-D(x+1)
—— = lim ——— = lim

f (1)_xl—>1- () () x-1- x—1 x—1~ x—1 _xlg{l-[:%x-l_:%]
fx f1 . ax+b—-3  ax+(B-a)—-3
f (1)_9511+ - xl—>1+ x—1 _xll»1+ x—1 -
a(x—1)
1m——llma—a
x-1t x—1 x-1+

Para que f seja diferenciavel em x = 1 a derivadas laterais devem ser iguais.
Logo, f'_(1) = f' (1) = a = 6.E, pela equagio (I) temos b = 3.

3.

3 15
a) Achar y'onde x* —xy+2y >

Por diferenciacdo implicita, temos:
2x—y—xy'+3yy' =0
Y@y —x)=y—2x
, y—2x
v

b) O coeficiente da reta normal num ponto é dado pelo inverso simétrico do
valor assumido pela derivada naquele ponto. Ou seja,

= ! = t ( 2 1)t
my 7 , o ponto ) emos:
m, = — = —1
1 + 4 5 '

Logo, a equagio da reta normal no ponto (—2,1) é:
y—1=-1(x+2)

y—1=—-x-2
y=—-x-—1
Substituindo y = —x — 1 na expressao da curva encontraremos o ponto onde a
reta intercepta a curva uma segunda vez.
15
x? —x(— x—1)+ (x—l)2 >

15
x% + x? +x+§(x +2x+1)=7
4x% 4+ 2x +3x? +6x+3 =15
7x*4+8x—-12=0
A= 64 + 336 = 400

-8+ 20 12
X=—p T ox=T ex= —2.Mas x = =2 ja foi dado no ponto (—2,1)
12 6
Usaremos, portanto,x = =7
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y=—-x-1
6 13
y:———]_:——_

7 7
Logo, a reta normal intercepta a curva, uma segunda vez,no ponto (g - g)
4,
a) f(x) = 10°°***1 Equacio da reta tangente no ponto (0, 10).
F'(x) = 10¥°+*+1 (2x + 1).In(10)
£'(0) = 10.1n 10
Equagio da reta tangente no ponto (0, 10):

y—10=10.In10(x — 0)

y = (10.In10)x + 10

b) H(x) = U@V £(1) = /(1) = 1.

Determinar a equacio da reta tangente ao grafico de H(x) no ponto em que
x=1.

H(1) = eFWF = ¢¥ = ¢, ponto de tangencia (1, e).

H'(x) = 2f (). f' (x). eV @I

H'(1) = 2f (D). f'(1). eV OF

H'(1) =21.1.e = 2e

Equacio da reta tangente no ponto (1,e) :
y—e=2e(x—1)
y—e=2ex— 2e

y=2ex—e

5.

a) f(x) = cossecx + cotgx ; Determinar a equagio da reta tangente em x = %

([ I I I
f (Z) = cossec + cotg i V2 + 1. ponto de tangencia: (Z,\/E + 1)

f'(x) = —cossecx.cotgx — cossec?x
! T[ _
r)-—a-2
s
Equacao da reta tangente no ponto (Z' V2 + 1):

y—(\/7+1)=—(\/§+2)(x—%)

y=(—\/§—2)x+—(\/§4+2)n+\/§+1
)= (—\/E—Z)x+\/§(n+4)4+2(n+2)

b) g(x) = sen®(cos(x? + 1)) . Determinar a derivada de g(x).
Sejau=x*+1;v=cosu;y=gw) =sen’v
Pela Regra da Cadeia, temos:
dy du dv dy
dx dx'du’dv
y' = f'"(x) = (2x). (—sen(u)).Zsenv. cosv
f'(x) = —2x.sen(x? + 1).sen(2v)
f'(x) = —2x.sen(x? + 1).sen(2cos(x? + 1))
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3.3 32 Avalia¢ao-17 de Maio de 2008

1.

a) f(x) = x'™*; Por diferenciagdo logaritmica, determinar f'(x).
Inf(x) = Inx'"*

In f(x) = (Inx)?

f@) =2.Inx 1

f(x) ' "x

f'(x) =2x"* Inx.x1

f'(x) = 2x™* 1 Inx

b)Encontrar o ponto onde a curva y = coshx possui a derivada igual a 1.
* Explicagdo: o coeficiente angular da reta é a tangente do angulo formado

I
entre areta e o sentido positivo do eixo dos x,portanto, tg i 1. Lembrando

a derivada é numericamente igual a inclinagdo da reta, ou seja,igual a 1.

y' = senh(x)
y'=1 - senh(x)=1 (I)
X _ ,—X

senh(x) = > ; substituindo na equacao (I):
ex _ e—x

2 =
eX — e X =

X 1

et ———2=

e?* —2e*—1=0
Fazendo a substituicdo b = e* obtemos a seguinte expressio do segundo grau:
b2—-2b—1=0
* Obs:seb = e*,entao b > 0Vx € R.
Resolvendo a equagdo acima, temos:
A=4+4=8
2+2V2
b=——->b=1+V2 oub=1-V2(b<0)
0 termo em destaque nao satisfaz a condi¢cdao anteriormente citada!
Voltando a expressao:

b=e*
1+V2=e*
x=1n(1+\/§)

* Dessa forma, calculando o valor da curva em x = ln(l + \/E)
y = cosh(ln(l + \/E))

eln(1+\/§) + e—ln(1+\/§)
y= 5 ;

A V2478 1 vZea41 442V 2447

Y= 2 2422 2+2V2 1442
*Logo,opontoé(ln(l+\/§),\/§).
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sombra

1.8m

Por semelhanca de triangulo, temos:

hsombra — 15 S _ 27
1,8 15—d ~ sombre 15 _ g
Da questdo temos que i 1,5m/s
Pela Regra da Cadeia, temos:
dh B dh dd
dt dd’ dt
h'(t) = 27 1,5
T (15-a)2"
Quando d = 9m ...
h(t) =——.1,5
(©) (15 —9)2
h'(t) = 27 1,5
5 367
h'(t) = Z.l,S = m/s

3.
a) Estimar /8,01 usando diferenciais.
Estimar o valor de /8,01. A fungio original para o calculo é:

1
(x)=¥xef'(x)= _
fx xef'(x 33\/?

Dos valores préximos a 8,01, temos como valor conhecido V8
Logo, queremos f(8 + 0,01).
Sobre diferenciais temos:

dy = f'(x).dx e Ay = f(x + dx) — f(x)
Sabemos que em dif erenciais dy = Ay, entao:

flx+dx)— f(x) = f'(x).dx
Se queremos f(8 + 0,01) temos que x = 8 e dx = 0,01, logo:

(8+0,01) — f(8) = .(0,01)
f f e

f(8,01) — V8 = .01

0,01 +2
12

£(8,01) =
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801 = 2401
fBO =75

b) Se g é crescente em (0, +) implica dizer que g'(x) > 0 nesse intervalo e

g decrescente em (—0,0) implica em g'(x) < 0 nesse intervalo.

f(x) = g(x?).Determinar onde f é crescente e decrescente.

S6 podemos calcular f'(x) pelo fato de que g é derivavel sobre toda reta R.
f'(x) =2x.9'(x?)

* Note que g'(x?) > 0 Vx € R.Logo, o comportamento (sinal) de f'(x) depende,
exclusivamente pelo fator 2x.Logo

f'(x) > 0parax > 0.0useja, f é crescente em (0,4+) e

f'(x) < 0parax < 0.0useja, f édecrescente em (—,0).

4
X 2
_6 + ’ . Y -
4. Provar que f(x) = e °* 7" tem, no maximo, um ponto critico no intervalo

(—1,1),para qualquer valor de a.

4
fl(x) = (x3—12x + a).exT_6x2+ax
* Sabemos que uma fungao possui algum ponto critico, se existe algum x € R;
f'(x) = 0 ou quando f'(x) nao existe.
* Como ndo ha restringdo em f'(x),implica dizer,que f'(x)3avVx € R.Logo,
devemos procurar onde f'(x) = 0.
4

X
Obs: note que e & 6%+
1
f'(=1) = (11 + a).ea ®¢

f'(D) = (-11 + a). g1 6+

> 0,paratodo x € R.

* Suponhamos que a > 11,neste caso, f'(—1) > 0 e f'(1) > 0. Nessa situacio,
ndo podemos afirmar que f possui algum ponto critico no intervalo (—1,1);

* Suponhamos que a < —11,neste caso, f'(—1) < 0e f'(1) < 0. Nessa situacao,
ndo podemos afirmar que f possui algum ponto critico no intervalo (—1,1);

* Suponhamos que — 11 < a < 11,neste caso, f'(—1) < 0 < f'(1) e,sendo f
uma funcio continua em (—1, 1), podemos afirmar pelo Teorema do Valor
Intermediario que existe algum x € (—1,1) tal que f'(x) = 0. Nesta situagio,
temos um ponto critico em f(x).

Provamos que f(x) possui um ponto critico em (—1,1) para— 11 < a < 11.
Devemos mostrar que para essa convengao f nao possui outro ponto critico.
Sejac € (—1,1) tal que f'(c) = 0.Usando o dispositivo de Briot — Ruf fini em
g(x) = x3 — 12x + a, obtemos:
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A=c?—4(c?—-12) > A= —3c?+48.

(1)Sed=0=>c=14 = a=+16;

Definimos anteriormente que — 11 < a < 11. Logo,ndo ha outro ponto critico
no intervalo (—1,1) para A = 0.

(2)Se A >0,c>4ouc< —4e,consequentemente,a > 16 oua < —16. Essa
situacao é analoga a anterior.

(3) Se A < 0,entido c é aunica raiz real de g(x) de tal modo que f'(x) = 0 se,
somente se,x = c.

* Com essas andlises concluimos que f possui,no maximo,um ponto critico no
intervalo (—1,1) para qualquer valor de a,tal que — 11 < a < 11.

5.

a) f(x) = —m ;
(1)0 dominio de f;

* D(f) =R —{2}

(2)Intersecoes com os eixos;
f(0)=0 fx) =0 x=0.
* Intersecdo (0,0).
(3)Assintotas;
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos:
lim f(x) =4 ou lim f(x) = to0
x—-at x-a~

* Verificando se areta x = 2 é uma assintota vertical:
-2

: i e TX
RSO = I T Gy T -

* Obs: se x > 2%, entdo x > 2 e,portanto,x —2>0=>x —2 - 0+,
Como o denominador tende a zero por valores maiores que zero e o numerador

tende a uma constante k < 0, o limite se apresenta na forma oF com k negativo.
* Logo,a reta x = 2 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a retay = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos:

lim f(x) =a ou xl_i)r_noof(x) =a

xX—+00
0 0 x " " x
xgrpwf(x)_xgrpoo_(x—Z)z_xl—lgloo_xz—4x+4_xl—1>r+noo_x2—4x+4_
0
1
= - 0 0
. _ x2 s _ X _ _2_
AT 4 4 A 1 4,4 1-0+0" 1 0
2 2R X2
I T
0 0
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* Logo,aretay = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
(4)Crescimento e Decrescimento;

—(x—2)+x2(x—-2)

, _—x+2+2x
f(x)_ (x_2)3
, _ x+2
P9 =a=2r

* Analisando o comportamento (sinal) de f'(x):

—————— (—.2)++++++++++++++ (x +2)
——————————————— Q++++++ (x-2)°

o Tt @++++t @)=+ -2)

* Da andlise acima, concluimos que:

f(x) é crescente no intervalo (—o0,—2) U (2,4+x) e
f(x) é decrescente no intervalo (—2,2)

(5)Concavidades e Pontos de Inflexao;

(x—=2)2=3(x+2)(x—2)?

£ = T

vy X—2—3x—6

[ (x) G_2)F

weoy  —2x—8

f"(x) TR

* Analisando o comportamento de f" (x):

t+t++++(4)————————————— (—2x —8)

Fttttttrtrrrr Q) -+ (x—2)*

++++++(4H)—————-— 2)—-————- f"(x) =(-2x—-8)/(x—2)*
@ O

* Da analise acima, concluimos que:

f(x) possui concavidade voltada para cima no intervalo (—o,—4) e
f(x) possui concavidade voltada para baixo no intervalo (—4,2) U (2, +).

Os pontos de inflexdao ocorrem quando ha mudanga na direc¢do da concavidade,
em um numero no dominio da funcao.

1
* Analisando a segunda derivada concluimos que (—4, 5) é ponto de inflexao!
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Assintotas

b) Esboco Grafico!
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3.4 42 Prova-14 de Junho de 2008

1.

a) xl—1>r+noo [X +1

Obs: fazendo a mudanga de variavel t = x + 1, e ajustando o limite temos:
*x se x — +oo entao t — +oo,

£ — 19t1 191 1\t 1!
lim lim [ ] = lim [1—— = lim (1——) (1——) l:
x—+oo Lx + 1 t—>+oo t t—+oco | t—>+o t t
Sejat =-n; set » +00,entdaon - —x
1\ 1\ ! 1\ 1\ ! 1
lim (1+—> (1+—) = lim l(1+—) X lim <1+—> =elx1=-
n—-—oo | n n n—-—oo n ] n—-—oo n e

n
* Limite Fundamental Exponencial lim (1 + ;) =e.

TL—)OO

21 [ x 1]__ xlnx—x+1] ) x(lnx—1)+1l
)x1_r)1} x—1 Inxl =x1l (x—1).lnx T (x—1).Inx |’
* Usando a Regra de L' Hopital:
1 1
Inx—-1+1 In x ¥ ¥ X
lim—1=lim—1—11m 1x1 =lim xf_l =hm[ ]
“Hinx+1-=2| “Hinx+1-2] Tz == it
X b% x
1 1
141 2

2.f'(x) = 3x%e aretay = 3x é tangente ao grafico de f.Determine f.

* A antiderivada de f'(x) = 3x% é f(x) = x3 + C,onde C é uma constante a
ser determinada.

Searetay = 3x é tangente a f, entdo o ponto de tangencia se da quando a
derivada de f for igual ao coeficiente angular da reta tangente. Logo,
fl(x)=3; 3x2=3->x=+1

Para x = 1,temos y = 3. Logo, o ponto em questio é (1,3)
f(H=134+C=1+C=3->C=2.

flx)=x3+2

Para x = —1,temos y = —3.Logo, 0o ponto em questio é (—1,—3)
F(-D=(-1)*+C=-1+C=-3->C=-2

flx) =x3-2.

3.

x2+y?2=25; A=(-2,0) e B=(2,0)
* Determinar o ponto da curva acima tal que a soma das distancia aos pontos
A e B sejam:

a)maxima:
Dado um ponto (x,y) pertencente a curva, temos: (x, ++/25 — xZ)

Calculando a distancia deste ponto aos pontos A e B, temos:

dap = +/(x +2)2 + 25 — x2 = V4x + 29
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dgp = +/(x —2)2 + 25 — x2 = V—4x + 29
S=vV4x+29 +V—-4x + 29

1 1
S'(x) = A4+ (-4
) 2\/4)26+29 22\/—4x+29( )
S'(x) =

Vax + 29 +—4x + 29

Fazendo S'(x) = 0, obtemos:

2
— =0 V—4x+29 =+V4x + 29
Vadx +29 +—4x+29

4x + 29
V=4x+29=V4x+29 > | ———=1-54x4+29=—4x+29 > x = 0.
—4x + 29

Para x = 0,temos y = +5.Logo, podemos ter P = (0,5) ou P = (0,—5)

* Vamos verificar se para esses pontos temos a soma das distancias sendo
maxima.

S = V4.0 +29 + V—4.0 + 29 = V29 + V29 = 2v/29

* Lembre — se que x e y estdo limitados a certos valores! Como estamos
calculando a distancia em funcao de x devemos considerar sua limitacao

—5 < x < 5.Note que S(x) = S(—x).Logo, S é uma fungio par!

* Obsy: Como ambas as parcelas da fungio S sdo fungdes continuas em (—5,5)
podemos encontrar os extremos relativos da funcdo.E como S é uma funcao par
s6 precisamos calcular S(5) = S(=5).

S(5) =V45+294+V—454+29=v49+/9=7+4+3 =10 < 2V29
*x Portanto, S = 229 é a soma méaxima da distancias!

b)minima:

* A soma das distancias sendo minima ja foi calculada no item anterior, de
modo que, confirmado pela geometria analitica, temos a menor soma das
distancias entre 3 pontos, quando estes estdo alinhados. De fato, encontramos
a menor distancia para x = 5.

* Para x = 5,temos y = 0 e, de modo simétrico,x = -5 -y = 0.

S(5) =10e S(-5) = 10.

4.
a)f(x) =x—2;eixo—x;x=1ex =05.

Como f(x) < 0 para x < 2,entdo vamos calcular a area pedida separadamente
Areaentrex =1ex = 2:

54



A= %(2 -D.(f@-f) = % D.(0-(-1) = %u.A

Areaentrex =2ex =5:

1 1 9
A=3(5- 2)(F5) - f(2) = 7:(®.B-0)=7uA
* Logo,a areaentrex =lex =5 é:

2 B 1_|_9_10_5 y
s Ty T R T

5 1 1 1 1 25 1
b —2)dx = |=x% — ==(5)2-2.5)—=(1)242.(1)=——-10 —=
)2J4.1 (x—2)dx sz 2xll 2() 2.(5) 2(1) +2.(1) > 10 2+2

=—-8=12-8=4.
2

* Obs: Note que,nem sempre o valor da integral corresponde ao valor da area!

2
c) j (x — 2)dx ; Usando somas de Riemann
0

2—-0 2 2i

Ax = ;xi=7;ef(x)=x—2

n-oon
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. 2x(x% + 3)
OEE coent
(I)Dominio de f:
*D(f) =R—-{-1,1}
(I1I) Intersecdes com os eixos coordenados:
f(O=0;f(x)=0=>x3=0>x=0.
intersec¢do (0,0).

(111 Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos:

lim f(x) =400 ou lim f(x) =t

x—at x-a~

* Verificando se as reta x = —1 e x = 1 sdo assintotas:
-1
)
~
3 3

xl_}r_nﬁf(x) =x1—}£n1+1—x2 =xl_1)r_nl+ 1+x)(1-x) T

T 7
ot 2
x Logo,areta x = —1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
1
)
_~
1- ( ) 1- X3 1- X3
im f(x) = lim —— = lim = —
A== M a e a -
i i
2 0-

* Logo,areta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos:
lim f(x) =a ou lim f(x) =a
X——00

xX—+co
. o) = 1 x3 . 3x? . 3x
= = —_— —_—— = —00,
am fx) = lim o775 = lm —== lim —=
im ) = lim % im 25— him _F o
= = = —— = 400,
Am fx) = lim o775 = lm —== lim —=

* Logo,ndo ha assintotas horizontais ao grafico de f(x).

—O0bliqua: Dizemos que a reta’y = ax + b é uma assintota obliqua se

lim [f(x) — (ax + b)] = 0
x—+o0
()= = p
Jx T1-x2 . XTI 2
)= (=) = 17—
AmFe) =] = lim 3= = lim —5: =0
* Logo,aretay = —x é uma assintota obliqua ao grafico de f(x).

(IV) Crescimento e Decrescimento:
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x%(3 —x2)
! x -
* Fazendo o estudo do sinal de f'(x), temos:
++++++++++++++0++++++ A+ 22

————kd@+++++++1+++++ww———— (3 —x?)

+++++¥++++(—’1)++++(_1_)+++°+++++ (1—x2)?

— (V) + (D 0+ D+ +(B) - ——— [l = T
= o o o o— x

* Da andlise acima, concluimos que:

f(x) é crescente no intervalo (—\/5, —1) u(-1,1)u (1,\/§) e
f(x) é decrescente no intervalo (—00, —\/§) U (\/§, +00).

* Pontos Criticos (f'(x) = 0 ou quando f'(x) ndo existe)

—f'(x) ndo existeemx = —leemx = 1.Porém,x = —1 e x = 1 ndo pertence
ao dominio da funcdo e, portanto,ndo sao pontos criticos!
—f'(x) = 0 ocorre emx = +V3 eemx = 0.

3
f(V3) = (v3) 5 = 33 = - 3\/5. Ponto de Maximo Relativo ( 3,
1-(V3)" 2 2

3v/3
_T>

3
-3 —-3V3 3v3 3V3
f(—=V3) = (=3) 5 = = . Ponto de Minimo Relativo <_\/§, —)
- (3 22 z
(V) Concavidade e Pontos de Inflexio:
., 2x(x? +3)
f (x) - (1 _ x2)3
* Analisando o comportamento (sinal) de "' (x), temos:
————————————— oO+++++++++++++ 2x
T F T T FF T FF T F T T FF T+ F T+ F+++++ (x2+43)
—————— CD+H+++++++++D——————— (1—-x2)
~ ot " _ 2x(x2+3)
e e e i =t el e e i € Y ettt ') = n7

* Da analise acima, concluimos que:

f(x) possui concavidade voltada para cima em (—o,—1) U (0,1) e
f(x) possui concavidade voltada para baixo em (—1,0) U (1, +0)

* Ponto de Inflexdo ocorre quando hd mudanga na diregao da concavidade.
Nesse caso, temos em x = 0 um ponto de inflexdo. P.1(0,0)
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Esbogo do Grafico
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3.5 Reavaliacdo da 22 média-21 de Junho de 2008

1.
) lim £ = im ') = lim ) =0 e tim L0 =1
L) f@Ax ) @ xf )
oo f) xw  [() o ()
lim ')+ f"(x) +x.f"(x) - lim 2f"(x) + x. f"" (x) _
X—00 Zf”( ) f”(X) f”’( ) X—00 f”(X)
_ X X x) B
T TR TG D AT
x+c\*
b) lim ( ) = 4 . Determinar o valor de c.
x—00 \X — C

* Fagamos uma mudanga de varidvel t = x — c e ajustando o limite temos:
Obs:se x —» o, entido t > oo.

t+c

Coxtoy o t+ 20\ 2c
hm( ) = 11m< ) = lim <1+T> ;

x— \X — C t—oo t t—oo

Fazendo uma Gltima mudanca de varidavel t = 2cn e ajustando o limite:
t+c 1 2cn+c 1 2cn 1 c

2
im (12" = i (1) i (127 (141 =
t—oo t n—oo n n—-oo n n

2cn c
lim (1 + —) X lim (1 + —)
n—oo n n—oo n
Calculando o termo em destaque:

2cn

1\
lim (1 + —) = lim l(l + —) l = e?¢,
n—oco n n—-oo n

1 c
lim (1 + —) =1.
n—oo n

x + c\* 1
(x—c) =e? =4 =2c=1In4 :>C=Eln4=ln41/2 ~c=1In2

lim

X—00

* Obs: podemos obter o mesmo resultando mudando a expressao no limite
colocando — o na base neperiana e usar a Regra de L' Hopital depois de té — lo
transformado numa fracao cuja indeterminagao ocorra em ambos os membros.

2.

flx) = e*’~X ; encontrar os valores maximo e minimos no intervalo [0,1].
f1) = (2x = 1)e*"

Obs: note que X% > 0,Vx € R.Logo, o sinal de f'(x) é determinado pelo
fator (2x — 1).
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1 1 1
f’(x)>Osex>§ ;f’(x)=Osex=§ef’(x)<Osex<§.
————————————— ++++Ftttt+++ f(x)

* Logo, temos um ponto minimo em x = >

1 11 1 1
f(—) =eZ_E=e_Z=—'

2 e’
x Calculando os valores nas extremidades do intervalo, temos:
f(0)=e’=1;
f=e® =1
1

*x Portanto, o valor maximo no intervalo [0,1] é 1 e 0 valor minimo é 7_

e
3

f(x) =ax?+bx—c

f'(1)=0ef(1) =7 ; Usando essas informagdes na analise da funcio, temos:
f2)=-2

f'(x) =2ax+b

f(D)=2a+b=0()

f(D)=a+b—-—c=7UI

fRR)=4a+2b—c=-2I)

2a+b=0 2a+b=0
a+b—-—c=7 -43{—-a—-c=7—->c=2;,a=-9;b=18
4a+2b—c=-2 —c=-2

* Logo, f(x) = —9x% + 18x — 2

100 km

S, = 100 — 20t

B

SB == 15t

* A distancia entre A e B sera representada pela hipotenusa do triangulo acima,
visto que B se movimenta na diregao perpendicular a trajetéria do navio A.

D(£)? = Sa()* + Sp(6)?

2D(t).D'(t) = 25,(t).S4(t) + 2S5(t).Sx(t)
D(t).D'(t) = S,(t).S,(t) + Sp(t).Sg(t)
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(100 — 20t)(—20) + (15¢t)(15)
V(100 — 20t)2 + (15¢t)2

D'(t) =

As 16h terdo se passado 3h em relagio ao momento em que A estava a 100km de B.

(100 — 20.3)(—=20) + (15.3)(15)

V(100 — 20.3)2 + (15.3)2
—800 + 675
D'(3) =

V402 4+ 225.9
—-125

V1600 + 2025
D'(3) 12 /h
=————hkm
V3625

* Logo, 0os navios A e B estdo se aproximando! Note que a distancia entre Ae B
diminuiu, o que explica o fato de que D'(3) < 0.

D'(3) =

D'(3) =

5.
Dado um ponto da elipse, as coordenadas dele serana forma:

3
(x, + 2 4 — x2) . Pela figura ao lado,note que a area

do retangulo sera dada como A = 2x.2y,ou ainda,
A = |2x.2y| em caso de encontrarmos valores
negativos para x ou para y. Entao: {

A=|6x\/4—x2|.Sejaf(x)=6x\/m; : R O TR }l

A=f()l , \
6x
"(x) = 64/4 —x? — .fazendo f'(x) =0
4 Vi Seended
6x —
634 — x2 = S>x2P=4—x222x%2=4>2x2=2 nx=+V2

V4 — x2

Para x = +V2 teriamos um ponto de maximo e minimo para f(x).No entanto,
note que a funcio da AREA é o médulo dos valores assumidos por f(x),sendo
assim,para x = +v/2 teremos o valor maximo de A. Logo:

A=|6v2J4-2" = |6V2V4 —2| = |[6V2V2| = |6.2] = [12| = 12 u. A

A= |—6.\/§ /4—(—\/5)2‘ = |-6v2vV4 —2| = |-6V2V2| = |-6.2] = |-12| = 12u. A
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3.6 VPA 1-12 de Setembro de 2008

1.
x?, x<1
fxX)=4cx+k 1<x<4
—2x, x =4

a) Encontrar o valor de c e k para que f seja continua nos reais.
* Obs: como todas as sentengas sdo fungdes polinomiais e, portanto, continuas
onde predominam.
Desta observacio ja podemos dizer que f é continuas no intervalo (—,1) U
(1,4) U (4, +0). Basta encontrarmos os valores de c e k para que f seja
continuaemx =1leemx = 4.
* Em x = 1, devemos ter a seguinte igualdade satisfeita:
() = lim £
x—-1

Df)=1*=1.
2) lim f(x) = lim cx + k =c + k.

x-1t x—-1t
3) Pela igualdade acima,temos: c+k=1 (I)

* Em x = 4, devemos ter a seguinte igualdade satisfeita:
f@® = lim £(x)
Df(4) =-2.(4) = -8.
2) lil:{l flx) = 11111 cx+k=4c+k.
xX—4~ x—4~
3) Pela igualdade acima, temos: 4c + k = —8 (1)
* Resolvendo o seguinte sistem:

c+k=1 c+k=1 a1
{%+k=—8%{%=—9ﬁc_ 3k = 4.

2.
X2
1 determinar f'(x) pela definicio.

@) f(x) = —
Pela definicao de derivada de uma fung¢ao num ponto, temos a seguinte
expressao:

f(x + Ax) — f(x)
Ax

o=
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* Vamos usar a segunda expressao:
fx+Ax) — f(x)

Ax
(x+AMx)* x?
x+Ax—-1 x-—1

f16 = Jim,

= lim
Ax—0 Ax
(x—1Dx+Ax)? —x®(x+Ax—1)
(x+Ax—-1)(x—-1)

- Alalcr—l:lo Ax
i x3 4+ 2x2Ax + xAx? — x%? — 2xAx — Ax? — x3 — x%Ax + x?
= Ao Ax(x +Ax —1)(x — 1)

B x%2Ax + xAx? — 2xAx — Ax?

= i

A Ax(x +Ax —1)(x—1)
_ Ax(x? + xAx — 2x — Ax)
= A0 Ax(x + Ax — 1)(x — 1)

_ x*+xAx—2x—Ax  x*-2x = x*-2x
TanG M- DE-D x-DE-D (- 1)?
2
b)f(x)=4:»x_1=4

X°=4x—4->x>—-4x+4=0->(x—-2)>=0-x=2

* Calculando a inclinagio (coeficiente angular) da reta tangente:
) 22-22 4—-4 0
f(@2) =

=—=0.
Equacio da reta tangente no ponto (2,4):

2-1D2 1 1

Y= Yo =m(x —x,)
y—4=00x-2)
y=4

3.
x—9
DI V16x* +3x + 2
* Primeiro, vamos definir o dominio de f.
V16x* +3x + 2 # 0.
16x* +3x+2>0
* Com esta informacao ainda é inviavel determinar um x tal que o denominador
seja zero, provavel ponto de descontinuidade da fungao.
—Consideragdes: 16x* > 0Vx € Re 3x > 0sex = 0.
Entdo,parax >0 : 16x*+3x+2>0
* Quando temos 16x* + 3x < 0 parax < 07?

313
1)16x4+3x=0—>x=00ux=—/E
. JE , 33 3|09
=1 = = | 16x2 — 16 |— —
gx) 6x*+3x=x|x+ 16 6x 6 16x+ T

* O terceiro fator é um polindmio do 22 grau irredutivel, ou seja, nao possui
raizes reais.Logo, ou ele é estritamente positivo ou negativo. Usando qualquer

; Determinar as assintotas, caso existam.
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valor para x nesse fator,notamos que ele é sempre positivo!
* Pela derivada de g(x) descobriremos qual é o menor valor de g e, se este valor
em médulo for inferior a 2, concluimos que 16x* + 3x + 2 > 0 Vx € R.
g'(x) = 64x3 +3
V3

g'x)=0 =>64x3+3=0:>x=—T

V3 V3 V3 933 ,
g<—T>— 16. ( ) +3<_T> BT ; esse valor é menor que 2.
* Portanto, D(f) =
Obs:dessa forma desconsideramos a hipétese de existir alguma assintota
vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos:
lim f(xX)=a ou lim f(x)=a
X——00

xX—+0o0
x—9
x—9 . |x|
lim f(x) = lim = lim - .
x>+o0 xoto {T6x* +3x +2 x>+ Y16x% + 3x + 2
|x]
Obs: |x| = \/ = \/ .se x > +oo,entdo |x| = x.
x—9 1.2
|x| 1 X X

= lim =

lim - = lim -
x>+ 3/16x% + 3x +2 x>+ V16x* + 3x + 2 x_>+004/16+i+£
[x| it 3 Xt

1-0 1 1

V16+0+0 416 2

1
—Logo,aretay = 5 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
x—9

x—9 . |x|

Jim f(x) = lim = lim - .
x>-0 4 T6x* + 3x + 2 - ¥/16x* + 3x + 2
IxI
Obs: |x| = \/ = /x%. se x > —m, entdo |x| =
x—9 9

_|x| —x B —1+7

lim - lim lim
xo- T6x" + 3x +2 %~ V16x* +3x + 2 x*‘°°4/16+i+£
| x| ixx 3 Xt

-1+0 -1 1

16+0+0 316 2

1
—Logo,aretay = — > é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

Comentario: Quando foi preciso mostrar que f(x) ndo possui assintotas
verticais, utilizamos o conceito de ponto critico ao fazer g'(x) = 0.
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1
(x—D(x—-2)

b)y=m; y=f(x)=

—Assintota Verticais:
* Dizemos que a reta x = a é uma assintotas vertical se ocorrer um dos casos
a seguir:

lim f(x) =400 ou lim f(x) =+t

x—at x—-a~
* Verificando se as retas x = 1 e x = 2 sdo assintotas verticais ao grafico de
f(x),pois sdo os pontos de descontinuidade da funcio.

1 1
l = li = 1i =—
mf@ =l Mo e~ "~
1 I
o+ -1
Obs:se x = 11 ,entdo x > 1.Logo,x —1 > 0.
1 1
Imf@=lm ey M e pe-2
1 1
0~ -1

Obs:sex - 17 ,entdo x < 1.Logo,x —1 < 0.

* Logo,areta x = 1 éuma assintota vertical.

. 1 . 1
RUPACO R oo s yovpmg s Sl Lo s yovpns Sl
1 1
1 o+
Obs:se x —» 2% ,entdo x > 2.Logo,x — 2 > 0.
1
l = 1 = li
m f) =l N ey T At G D)
1 1
1 0~

Obs:sex = 27 ,entdo x < 2.Logo,x — 2 < 0.
* Logo,areta x = 2 é uma assintota vertical.

Portanto, o0 grafico assintota as retas assintotas por ambos os lados, pois 0s
limites laterais em x = 1 e em x = 2 ndo existem.

4.,
_lx—=2] x—2, sex > 2
a)}cllg—xg_S, Obs: Ix—ZI—{_(x 2), sex <2
|x — 2| ox—2 (x—2) _ 1 1

li —— = lim lim —— M — =
x02 X3 — 8 xoztxd — 8  xort(x — 2)(x2+2x +4) xort(x2 +2x+4) 12
* Obs:se x — 2%, entdo x > 2.Logo,|x —2| =x — 2

o x =2 ox—2 —(x—2) _ -1 1
xllgl’f X3—8 aorx3-8 xl—>2+ (x—2)(x2+2x+4) xllgl+ (x2+2x+4) - 12
* Obs:se x —» 27, entdo x < 2.Logo, |x — 2| = —(x — 2).

Como lim Ix - 2| # lim Ix - 2 I ,dizemos que hrnlx_ 2l 2.
x-2t x3—8  x-2-x3 — 2x3—-8

65



V3
b)Mostre que lim, (i/} : 256717) =0
T
—-1<sen=-<1
z

1 T
ES 2%"2 < 2

3
ES i/;.zsengs zi/}
. 2
x i
Sejam f(x) = - ,g(x) = VYx - 2°°™2 e h(x) = 23/x . Entio, temos:

f(x) < g(x) < h(x)

E ainda, lirr(l) f(x)=0e lir% h(x) = 0, ou seja, lir% fx) = lir% h(x),podemos garantir
X— X X— X—
pelo Teorema do Confronto que se f(x) < g(x) < h(x) e lin& flx) = lin(l) h(x),entido
xX— X—

lim g(x) = lim f(x) = lim h(x) = 0. Portanto,
x—0 x—0 x—0

lim (i/z : 259”%) =0

x—07t

y==- Equagdo da reta tangente no ponto de abscissax = a. a > 0.

1
* Ponto de tangencia: P = (a, E)

!

1 , 1
y == y(a)=—?.
Y= Yo =mx —x,)

1_ 1( )
y o= azx a

_ 1 +2

Y= azx a

* Intersecoes da reta tangente com os eixos coordenados:
2
4=(02) eB = a0

* Portanto, a area do triangulo formado pela reta tangente e os eixos coordenados
é:

, 1 1 2
Area == (x5 = %) 04 = ¥o) = 5 (20) (5) —2uA
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3.7 VPA 1-13 de Setembro de 2008

1.
x?+1 , x<1
.X'Z
flx) = —7+4, 1<x<4
2 , x> 4

* f é uma funcao sentencial, na qual suas sentencas sdo fungdes polinomiais
e, portanto, continuas em seus dominios.
Logo, f é continua em (—o,1) U (1,4) U (4, +0).
Vamos verificar se f é continua nos pontos onde ha mudanga de comportamento
da funcdo,ou seja,emx = 1e x = 4.
* Dizemos que f é continua num ponto x = a se, e somente se,

1) f(a) existe;

2) lim f(x) existe;

xX—a

3)lim £(x) = f(a)

—Emx = 1:
Df)=1"+1=1+1=2.

_ _ x? _ x% 1 7
? £L‘{‘+f(x)‘,32{‘+<‘7+4 BRI R}

lim f(x) = lim (x?+ 1) =limx?+ lim1=1+1=2.
x-1" x-1" x-1" x—1"
* Como lim f(x) # lim f(x) entdo lim f(x) Z.

x—-1t x—-1" x-1

* Consequentemente, f nao é continua em x = 1.

—Emx = 4:
2

1)f(4)=—47+4=—8+4=—4.

DS = 2=
0l - _x2 " _x2 "
Jim f0o) = lim <T+4> = dm -t lim 4 =844 =4
* Como lim f(x) # lim f(x) entdo lim f(x) 2.
x—4% x—4~ x—4

* Consequentemente, f ndo é continua em x = 4.
* Sendo f descontinua em x = 1 e x = 4 temos, portanto, que f nao é continua

nos reais.
b) Esbogo do grafico de f(x):
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2

' 5
a) f(x) =

x—

; Determinar, pela definicao, f'(x).

5-3(x+Ax) 5-3x

; (x+Ax)—2 x-—2

Ax A
(x—=2)[5-3(x+Ax)] — [(x + Ax) — 2](5 —
(x —2)[(x + Ax) — 2]

2

X
3x)

Alylcrilo Ax B

i 5x — 3x% — 3xAx — 10 + 6x + 6Ax — [5x + 5Ax — 10 — 3x% — 3xAx + 6x]

ety Ax(x — 2)[(x + Ax) — 2]

i 5x — 3x% — 3xAx — 10 + 6x + 6Ax — 5x — 5Ax + 10 + 3x? + 3xAx — 6x
im =

Ax—0

Ax(x — 2)[(x + Ax) — 2]
Ax 1 1

S B G- DI+ - 2] o G- DG A0 —2] | (-2

. ! — 1
oo f (x) —m.

b) Equagio da reta tangente no ponto (3, —4)
1
"V =————s===1.
*f'(3) G2 12
* Dado um ponto e o coeficiente angular da reta, temos:
Y = Yo =mx —x,)
y—(—4)=1(x—-3)

y+4=x-3
y=x—7
3.
x
a) h(x) = ; Determinar as assintotas.
Vx? +1

* Primeiro vamos determinar o dominio da funcao h.
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Vx24+1>0=2x>+1>0;x%2>—1; Obs: x2>0Vx € R.

Portanto x*+1 > 0Vx € R.

Logo,D(h) = R.

* Como h é continua nos reais, ou seja,ndo ha ponto de descontinuidade, podemos
afirmar que h ndo possui assintotas verticais!!!

Assintotas Horizontais:
—Dizemos que aretay = a é uma assintota horizontal se ocorrer um dos casos
a seguir:
lim h(x) =a ou lim h(x) =a
X——00

X—+00
X X
_ . x IxI X o 1 _
xl—1>rwpoo h(x) N xl—lgloo\/xZ—H N xl—l>rpoo x2+1 N xl—lgloo \/XZ—_|_1 N xl—1>r-poo 1 N
TR Ve Tz
1 1
=—=1. Obs:sex — +,entio |x| = x. |x| =+/x2.
Vi+0 1
* Logo,aretay = 1éuma assintota horizontal ao grafico de h(x).
X X
lim h(x) = lim LI lim #= lim —X— = lim _—1=
X—>—00 x—>—oo\/x27_{_1 X—>—00 m X——00 \/T‘i‘l X—+ 00 1
—_— —_— 1+
|x| VxZ x
L o +o0,entdo |x| = x. |x| = /x2
=—=-1 s:se x = +oo,entdo |x| = x. |x| =/ x2.
VI+0 V1
* Logo,aretay = —1 é uma assintota horizontal ao grafico de h(x).

_(\/x2+x+\/x2—x)_
(\/x2+x+\/x2—x)_

b) iglglo(\/xz +x—\/x2—x) =ii_)ngo(\/x2 +x—\/x2—x)

X+ x—xt+x _ 2x
lim = lim ;
X002 +x +Vx2 —x  *ox2 4+ x+Vx2—x
P 2
) 2x : |x| - X
llm = 11im = |im =
x>+ a[x2 pyx 4 fx2 —x Xt \/x2+x+\/x2—x x—+oo \/x2+x+\/x2—x
| x| | x| Vx2 Vx?
_ 2 2 2 2
lim = = =—-=1.
xX—+00 1 1 Ji+0+V1—-0 1+1 2
1+=+ [1-=
X x
2x 2x
2x Tx]| —
lim = lim lx] = lim X =
xo-04[x2 fx +/x2 —x x—’—°°\/x2+x+\/x2—x xo-o N\ x2 fx  \x2—x
| x| | x| Vx2 Vx?
y —2 —2 -2 _-2_
m = = = —= —1.
xX——00 1 1 V1+0++v1-0 1+1 2
1+}+ 1—;

* Logo, lim (\/x2 +x — \/x2 — x) A.
X—00
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4.

x2—a*>  (x—a)(x+a) X —a, sex>a
a) lim = lim ;0bs: |x —al = { .
x-a |x —a|l x-a |x—a —(x—a), sex<a
x—a)(x+a x—a)(x+a
G-aCta) L GoOEED o
x—at |x——a| x—at (x——a) x—at
x—a)(x+a x—a)(x+a
lim( X )= lim( )( ) = lim —(x+a) = —2a.
x-a~ |x - a| x-a~ —(x - a) x—-at
2 — q?
* Como os limites laterais existem, mas sao dif erentes, entdao lim X —a] A.
xX—a —_
Bl Vo —x—2 _y Ve—x—-2 (W6—x+2) (V3—-x+1)
im—— = lim . . =
x2\V3—x—1 *2v3-x-1 (Vo—x+2) (V3-x+1)
- —(x—2)(V3=x+1) - (V3-x+1) _V3-2+1_Vi+1 _2 1
x—>2—(x—2)(\/ “x+2) H(\/ “x+2) V6-24+2 VE+2 4 2

5.
a) |g(x) + 4| < 2(x — 3)*; Determinar lirr; g(x).
b
* Usando a desigualdade modular temos:
—2(x—3)*<glx)+4<2(x-3)*
—2(x—=3)*-4<gx)<2(x-3)*-
Sejam f(x) = —2(x — 3)* — 4 e h(x) = 2(x — 3)* — 4, entdo temos:
fx) < g(x) < h(x)
E ainda, liné f(x)=0e lirré h(x) = 0, ou seja, lirr; fx) = lirr; h(x),podemos garantir
X— X X— X—
pelo Teorema do Confronto que se f(x) < g(x) < h(x) e lir% flx) = lir% h(x),entio
xX— X—
lirr31 glx) = lirrgl) flx) = lirr?l) h(x) = —4. Portanto,
x— x— x—

limg(x) = —4
x—-3

1

—_— xX) = .

X2 +5x+6 h(x) = (x+2)(x+3)
* Temos que D(h) = R — {—2,—3}. Logo, vamos verificar se,nos pontos onde h é
descontinua, temos uma assintota vertical.

b) h(x) =

—Dizemos que areta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos seguintes
€asos:

lim h(x) =+ ou lim h(x) =+

x—-at x-a~

1 1
li h li li =+
- e T ey R L oy Y e Y
l 1
ot 1
Obs:sex - —2% entaox > -2 ~x+2>0.
1
li h l li = —
A R = i e+ A G D (1 3)
l 1
0~ 1
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Obs:sex » —27,entdiox < -2 ~x+2<0.

* Logo,areta x = —2 é uma assintota vertical ao grafico de h(x).

1
Mol (x) sl T (x+2)(x+3) oD+ (x+2)(x+3)
T 7
-1 0+
Obs:sex - —3% entaox > -3 ~x+3>0.

| | | o
RO T TN T I
l {
-1 (Ve

Obs:sex > —3 ,entdiox < -3 ~x+3<0.

* Logo,areta x = —3 é uma assintota vertical ao grafico de h(x).
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3.8 22 Prova-03 de Outubro de 2008

1.
a) f(x) = In|cos sec(3x) .cotg(3x)| . Determinar f'(x).

.-« _ Dxlcossec(3x) . cotg(3x)]
f1e) = cos sec(3x) . cotg(3x)

—3 cos sec(3x) . cotg?(3x) — 3 cos sec®(3x)

f1e = cos sec(3x).cotg(3x)
,. + _ —3cossec(3x)[cotg?(3x) + cos sec’(3x)] . B "
i) = cos sec(3x) . cotg(3x) ; 1+ cotg®(x) = cos sec’(x)
—3[2 cossec?(3x) — 1]
f'(x) =

cotg(3x)

b) xseny + cos 2y = senx ; Equacgio da reta tangente no ponto (0,7 /4).
* Por derivacdo implicita, temos:
seny + xy'.cosy + 2y'.(—sen2y) = cosx
y'.(x.cosy —2cos2y) = cosx —seny
, cosx —seny
Y = X cosy— 2sen2y
Substituindo o ponto em questao na expressao da derivada, temos:

y,:cosO—sen%zl—g:ﬁ_zl
—2.sen% —2 4
Equacao da reta tangente:
T V2-2
y=3=—7 -0
V2-2 m (V2-2)x+m
y= 4 x + 1 ou y= 4
vy 5
2.f(x) = ad -(I—x1-£23)—4x) ; Determinar f'(0) por diferenciagio logaritmica.
In £ (x) = ln\/x +1(2 —x)°
(x+3)*

Inf(x) = Invx +1+1In(2 —x)°> —In(x + 3)*
In f(x) =%ln(x+ 1)+ 5In(2 —x) —4In(x + 3)

flx) 1 1 (=1 1

OB T A ED TS

, 1 5 4

f1e) = 1) [Z(x +1) 2-x) («+ 3)]

, VX+12-x)°p 1 5 4

f'e =—730 [2(x+1)_(2—x)_(x+3)]
VOF1(2 = 0)5 5 4

1
fro)= 0+ 3)* [2(0+1)_(2—0)_(0+3)]: 3 127273l
32 41 32 ¢ 10y _ 320
ﬁ[_ 3]l 81 ( ) 243

VI(2)°[1 5 4]

3
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3.
a) y = logs(log, x) . Calcular f'(2).
* Sejau = log, x ,entaoy = log; u.

Pela Regra da Cadeia,
dy du dy
dx dx du
dy 1 1
dx x.In2 u.ln3
"= fi(x) = . . logs x = ¥ (mudanga de base!)
== (x.log, x) In(2).In(3) ’ 082% =, \muadanta ae bases
f1e) ~ x.Inx.In3 s = Inx*.In3"
f1 @)= In4.In3
x2
b) y = |x|¢" .Determinar y’.
Iny = exz.lnlxl
' 1
Y _ (2x).e*".In|x| + **.=
y X
2 1
y' =y.e* [Zx. In|x| + ;]
dy R 1
== : 2x.1 -
Y= |x[¢" .e [ X n|x|+x]
4,
a) y = senh(x) ; encontrar o ponto onde y' = 1.
eX+e™™
y' = cosh(x) = ——
215 e*+e ™
y - 2 -
e*+e =2

e?* —2e*+1=0; sejab=e*.0bs:b > 0,poise*>0Vx € R.
b2—2b+1=0->(b—1)2=0 ~ b =1 (procede com a obs acima).
b=e*>1=e*;x=1Inl1 ~x=0.

* Logo, o0 ponto em questao é (0,senh(0)) = (0,0).

b) f(x) = 227€** Calcular f'(1).
x Sejau = x? e v = arctgu . Entdo, f(v) = 2".
Pela Regra da Cadeia, temos:

frex) = (2x)- -2Y-1In(2)

1+ u?
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2.23rctgx? y 1n(2)

f'(x) =

1+ x*
, (1)_z.zarctg<l).1.ln(2)_2.23rctg<1>.1.1n(2) 2.2, n@ _ .z @
r= 1414 B 1+1 2
5.
T
a) f(x) =asenx +bcosx+ctgx ; f(0)=2,f’(7r)=Oef”(€)=
f(0) = a.sen(0) + b.cos(0) + c.tg(0)
f(0)=b;f(0)=2 ~b=2,
f'(x) =a.cosx — 2.senx + c.sec? x
f'(m) = a.cosm — 2.senm + c.sec’m
f'(m)= —a+c;f'(m) =0 —a+c=0 (1)
f"(x) =—a. senx—Z cosx + c(2.sec? x . tg x)
i (E) = —a. sen——2 cosz+c(2 sec? 2" .t T[)
6 6\/_ 6 %6
T 4 V3
@) =-3-Vi+e(235)
17 T[ 8\/_ 17 a 8\/§
f (g)z———\/— —-cif (—)— 4o=—2—VB+——c=4 ()
* Da equacdo (I) temos a = c.Substituindo em (II), temos:
8v3 1 8V3 -9+ 16V3
———\/_ —a—4—>a —+—)=4+V3oa|————|=4+3
2 9 18
18(4+\/_)
-q=—">;
16vV3 -9
Loaot 18(4+\/_) _,
ogo,temosa=¢c=———= :
g 16V3 -9
sen(x—1) sen(x — 1)

lim — .
b)x—>1x2+x—2 xl—rg(x—l)(x+2)'

* Facamos a substituicao 8 = x — 1 e ajustando a expressao do limite, temos:
x Obs:sex — 1,entao 8 » 0.

y sen(x — 1) e sen(6) e sen(6) - sen(6) 1 1
i(x—D(x+2) 62000 +3) 650 6 (0+3) 650 6  6%0(0+3)
1 1
=1X=-==
3 3
sen(x—1) 1

* Portanto, lim —— = —.
x-1x2+x—2 3
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3.9 22 Avalia¢ao-04 de Outubro de 2008

1.
cos?x -tgtx _ ) , o o
y = W ; Determinar y'por diferenciacao logaritmica.
cos?x -tgtx
Iny =1In

(e2x +1)3
Iny = In(cos?x) + In(tg* x) — In(e?* + 1)3
Iny = 2.In(cos x) + 4.In(tgx) — 3.In(e?* + 1)

y' 2Senx sec? x 2.e%*
y  Tcosx  tgx (e2* +1)
6.e%*

y :y[—z.tgx+4(cotgx+tgx)_(ezx—+1)l
, 6.e2*
y =y.[_z_tgx+4(cotgx+tgx)—ml

6.e2%
y' = y-[z.tgx+4.COtgx_ml
3.e2%
y :2y-ltgx+2.c0tgx—m

3 er

,  2-cos’x-tgtx :
(e?* +1)

YT T ey 1)

. [tgx + 2.cotgx —

2. x%y? + xy = 2; Esta curva possui algum ponto ondey’ =07?
* Derivando implicitamente, temos:
2xy2 +2yy'x> +y+xy' =0
y'(@2x*y +x) = —(2xy* +y)
, 2xy2 +y yQxy+1) | y

T 2¢%y+x x(2xy + 1) Y =Ty =0ey=0
* Note que para y = 0 temos a seguinte expressao na curva:
x2.02+x.0=2
0 =2 (Um absurdo!),0 # 2.

* [sto implica dizer, que a curva acima nio possui algum ponto onde y' = 0 e,
portanto,nao existe reta tangente horizontal que seria paralela aretay = 5.

3.
T
a)y = 3cos(2x) ; Equacao da reta tangenteemy =1com 0 < x < >
y =1 = 3¢0s(2%) = 1 _ 3¢0s(2%) — 30 . ¢o5(2x) = 0.
T 3
*2x=§i2kn ou 2x=7i2kn
Tk 3Tk
E 3 = — — .
X 2T T 07;1 X 7T T i
Como0<x < 5 ou seja,x é um arco do 1° quadrante, entdo x = T

* Sejau = 2xev =cosu, entioy = 3".
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Pela Regra da Cadeia, temos:
dy du dv dy

dx  dx du dv
y = 2.(—senu).3".In(3)
=-2. 3C°S(2x) sen(Zx) In(3)

(%) -2.3 cos sen( ) In(3)
y ( ) =-2.3%1.1n(3)
y' (Z) = —2.In(3)
* Equacdo da reta tangente no ponto (g, 1):
y_yO =m(x_x0)
y—1=-2.In(3) (x — %)
y= —2.In(3)x + gln(B) +1

d
b) y = (Inx)se"@®) ; Determinar %

lny = sen(2x).In(Inx)
1 1

l = 2.cos(2x).In(Inx) + sen(2x) .—.—
y x Inx

sen(Zx)
xInx

y' =y lZ. cos(2x).In(Inx) +

sen(2x
= (Inx)sen(@0 lz.cos(Zx).ln(ln x) + (2x) .
xInx
4.
d
a) y = arcsen (\/ 1- xz) ; Determinar d—z,sendo 0<x<l1.

x* Sejamu =1 — x? e v = Vu. Entdo y = arcsenv.

Pela Regra da Cadeia, temos:
dy du dv dy

dx  dx du dv
(o) 1 1
()
Y 2x/ﬂxx/1—v2
y__\/1—x2-\4c1—1+x2
’=——;obs:\/;=|x|
R

y =TT
|x|V1 — x2

log, x . ,
b) f(x) = —z Determinar f'(1).

D,[log, x].x? — D, [x?].log, x
(x2)?

f'ex) =
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1 2
-x* — (2x).log; x
fl(x) — xInm x4

1—2log,x 1-2log;1 1-20 1
/ — -~ f'(1) = — —
16 = — = - f' )

13.Int  Inm Inm

5.
a)y = x tgh(Vx) ; Equagdo da reta normal no ponto (0,0).

* A inclinagio (coeficiente angular) m, da reta normal é o inverso simétrico do
coeficiente angular da reta tangente naquele ponto. Logo,

m, = -
y' = Dy[x].tgh(Vx) + x. D, [tgh(Vx)]

y' —tgh(\/_)+x( \1/_) sech?(Vx)

* Calculando o valor de y' no ponto (0,0), temos:

y'(0) = tgh(V0) + x. (%) .sech?(Vx);

* Note que hd uma indeterminacgdo na derivada para x = 0.

%) .sech?(Vx) s6

existe para x > 0.Logo,y s6 possui y’ (0) e podemos calculd — lo.

11m y' hm [tgh(\/_) + x. (2\/_) sechz(\/—)] 11m tgh(\/_) + 11m

x—-07t
* 0 valor da primeira parcela da expressao acima é Zero!
* A indeterminacdo em y' aparece devido a segunda parcela.

_ x.sech?(vx)
lim ——=
x—0* 2Vx

. x.sech’(vx)  +x.sech?(vx) 0.1

im —————= = lim =—
x-0* 2\/x x—0+ 2 2
* Portanto,y’ (0) = 0.No entanto,y’_(0) A.Isto implica dizer que y'(0) 2.

Logo,ndo hareta tangente horizontal no ponto (0,0) e, consequentemente,
ndo hareta normal neste ponto!

* Analisando com cuidado, notamos que y' = tgh(v/x) + x. (

x.sech?(Vx)
2v/x

;sex — 0% entdo x > 0.Logo,— = V/x.

\/_
=0.

* Obs: Caso pensassemos em usar como referencia de coeficiente angular o
valor assumido por y', (0), estariamos cometendo um grande equivoco, pois,

essa funcdo nao é continua em x = 0, portanto,nao é derivavel neste ponto.

3

b) f(x) = arccos (x — %) ; Determinar f" (%)

[t

fle)y=@0-x*)-
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(1-x3) (1-x3) 3(1 — x?)

HOEE -- =

31 2 o 2xt x5 V9—9x%+6x* —x°
jl—(x—%) \/1 *¥+3 -3

1 (1-1/4) 24.(3/4) 18
f (2) B

~ J1—-121/576 V455 /455
3(1 — x?)
VO — 9x2 + 6x* — x6
Inf'(x) = In(—=3 + 3x2) — In+/9 — 9x2 + 6x* — x6
1

In f'(x) = In(—3 + 3x?) — Eln(9 —9x? + 6x* — x©)
f'(x)  6x 1 (—6x° + 24x3 — 18x)
f'(x)  —=3+3x2 2 (9-—9x2+ 6x*—x6)

"G = 10 —2x (—6x° + 24x3 — 18x)
[P =1 (1—2x2) 2(9—9x2+ 6x* — x5)

Inf'(x) =In—

p (1) _ (1) —2 (%) ) (—6.3i2 + 24.% - 18.%)
2 2/ (1—%) 2(9—9%+6.1—16—6—14)
pr(d)- -2t (~16+3-9)
2 IERTC e
- 99
L1y 18 | 4 -)
f (E)__\/Tﬁ ‘5‘(@)\
- 32
Ly 18 [ 4 198
f (z)—‘ﬁ_‘ﬁm
L1\ 24 3564
! (5)_ 455 455455
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3.10 32 Prova-01 de Novembro de 2008

1.
a) Linearizagio de f(x) = 3\/% emtornodea =7.
X
L(x) =f(a) + f'(a)(x — a)
() ===
D=3~ %"
1 __1
*f,(x)__3 Je+rDE 1 |
- (xT1) 3+ DVx+1
1 1 1
Fo=-

37+ DY7+1_ 3.(8).48 48

—Substituindo os valores na expressao da linearizagao:

1

1
L(x) = _Ex-i_E

b) Calcular In(1,08).

A funcdo original para o calculo é:
1

fx)=Inx e f'(x)= "
* Dos valores préximos a 1,08, temos como valor conhecido In1 = 0.
Logo, queremos f(1 + 0,08).
* Sobre diferenciais temos:

dy = f'(x).dx e Ay = f(x + dx) — f(x)
* Sabemos que em diferenciais dy = Ay, entdo:
flx+dx)— f(x) = f'(x).dx

* Se queremos f(1 + 0,08) temos que x = 1 e dx = 0,08, logo:

F(1+0,08) — f(1) = % (0,08)

£(1,08) — 0 = 0,08
£(1,08) = 0,08

2.

a) f(x) = 2senx + cos(2x) . Encontrar os nimeros criticosem —m < x < 1.
* Um namero critico de uma funcao f é um numero ¢ no dominio de f onde
ou f'(c) = 0 ou f'(c) néo existe.

f'(x) = 2cosx — 2sen(2x)
f'(x) =2cosx —4senx.cosx
f'(x) =2cosx(1—2senx)

2cosx =0
—2senx =0

fre=0={,



T T
2cosx =0;x = -3 ex = 5 Lembre que o intervalo é [—m, m].
1_2 0 1 s 5n
—2senx=0->senx=—-; x=—ex =—.
2 6 6
) . . mnmm 5
* Portanto, os nimeros criticos de f sdo: — e3¢5

b) Pelo Método do Intervalo Fechado, para encontrarmos os valores maximo
e minimo absolutos de uma fungio continua f em um intervalo fechado [a, b].

1) Encontrar os valores de f nos numeros criticos de f em (a, b);

2) Encontrar os valores de f nos extremos do intervalo;

3) O maior valor encontrado em 1 e 2 é o valor maximo absoluto, e o menor
dos valores é o minimo absoluto.

*1)f(—g) =Zsen(—g)+cos (-m)=-2-1=-3.

() = 2seng+eosg =145 =
—)=4sen—+cos- = 5= 5
76I 761 3 2 2
f(E)=ZsenE+cos7t=2—1=1.
(571)_2 57T+ 5n_1+1_3
f )= sen6 cosg— 5=

x2) f(r) =2senm+cos2r =0+ 1=1.
f(—m) =2sen(—m) +cos(—2m) =0+1=1.

ali ] . , (T RY/4 3
* 3) Com a andlise acima temos, portanto, o valor maximo é f (E) =f <?> =3
o AN
eovalormlmmoef(—i)_ 3.
3.
x+3 5) — (0
a)f(x)=x_2;provarquenéoexistece[O,5]talquef’(c)=f—(;_g( )_
8 3
3t5 25 5
! _uz—z_
fl="5"=5=%
,()_x—Z—x—?)_ 5
== =~ -2

* Resolvendo a seguinte igualdade:
5 5
— 2 _ ——¢

—m—gﬁ (C—Z) ——6—>(C—2)— —6.
* Logo,ndo ha c € R que satisfaca a equacao acima.
* Por que isso ndo contradiz o Teorema do Valor Médio?
—Seja f uma funcao que satisfaca as seguinte hipoteses:
1) f é continua no intervalo fechado [a, b];
2) f é derivavel no intervalo aberto (a, b);

b) — f(a
Entdo existe algum c € (a,b) tal que f'(c) = %.
x+3

1) A funcéo f(x) = o

nao é continua em [0, 5], pois, note que x = 2 nio
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pertence ao dominio de f.Logo, f é descontinua em x = 2.

< x+3 . i 5
2) A fungdo f(x) = L naoé diferenciavel em (0,5), pois, f'(x) = =22

s6 existe para x + 2,e 2 € (0,5).

5 —f(0
x Logo, o fato de ndo existir um c € [0,5] tal que f'(c) = % nao

contradiz o Teorema do Valor Médio!

b) f(x) = x* + 9x* + 33x — 8 possui exatamente uma raiz real.
f(0) =—-8 e f(1) =35. Sejac € Rtal que f(c) = 0.
* f é uma funcdo polinomial e, portanto, continua em [0,1],e f(0) < 0 < f(1),
podemos garantir pelo Teorema do Valor Intermediario que existe um nimero c
,c €(0,1) tal que f(c) = 0.
Com isso, provamos a existéncia de uma raiz real no intervalo (0,1).
* Suponhamos que f tenha 2 raizes reais, ou seja, f(c) = f(b) = 0,com b # c.
Como f é uma funcdo continua e derivavel nos reais, pelo Teorema do Rolle,
existe um numero d € (c,b) tal que f'(d) = 0.
f'(x) =3x%+ 18x + 33
f/(x)=0-3x2+18x+33=0

x2+6x+11=0
A= 36 —44 = —8. Com A< 0,temos que f'(x) ndo possui raiz real.
* Portanto, f (x) tem no exatamente uma raiz real.

4.

d
y = 1+x3;d—}t]=4m/squandoy=3

=y —1-x=3y2-1.

*xy=3->41+x3=3->14+x3=9-x3=8:x=2.

dx dx dy
dt dy dt
dx 1 1
N
dx 8y
dt 3302 —1)2
dx 8.3
E:33 (32 — 1)
dx 8 8

— _— = 2

dt 3/82 4 m/s

* De forma analoga, temos que y é uma funcao em x e ambos estao em funcao
do tempo, logo:

y(©) = V1 +x(0)3 - y'(t) = %(Sx(t)z.x’(t)).\/l_I_;T(t)3
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1
V1 + 23

4 = %(3. (2)%.x'(1).

4= %(12x’(t))é
24 =12.x'(t) » x'(t) = 2m/s

5.
* De uma esfera temos as seguintes expressoes:

4
A =4mR? e V=§7TR3

) dA ) dR )
* No enunciado temos P 4cm?/min e — = 0,1cm/min

dt
) av
* Determinar d_

dA _dA dR
dt  dR dt
4 = 87nR.(0,1)

R=—-—cm
T

dV _dv dR
dt ~ dR dt

av

g 2

= = 4mR%.(0,1)
alV_4 25 0,1
dt g
a 10 .
Fri cm®/min
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3.11 Reposicao da 12 Média-13 de Dezembro de 2008

1.

a)y=e ; equacdo da reta normal no ponto em que y = e.

y=e—eh* =¢ - coshx =1 = x =0. Ponto da curva: (0, e).

y' = senhx.eP* | x Obs: Lembre que o valor de y' é o coeficiente angular da
reta tangente a curva. Queremos o coeficiente angular da reta normal, ou seja,

coshx

mnz—}7=—

* No ponto em que x = 0, temos m,, = 0 7727

senh x . ecoshx

* [sso acontece quando temos uma reta tangente horizontal no ponto em questao.
* Logo,a reta normal é uma reta vertical. A reta normal é da forma x = x,

Y=Y = mn(x_xo)

y—e=-5(x-0

(y—e)0=—x
x=0.

V3x2 + 2 . . . . .
b)y= T ; Determinar as assintotas verticais e horizontais.
* Primeiro definimos o dominio de y = f(x).

3
D =R —1-¢.
n=r-{3

* Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos
seguintes casos:

lim f(x) =40 ou lim f(x) =t

x—-at x—-a~

* Verificamos a existéncia de assintota vertical nos pontos de descontinuidade
da funcio.Logo,verificando se a reta x = 3/4 é um assintota vertical:

V59/4
1
y @ = I V3x2 + 2 i V3x2 + 2 N
— —_—— _—_— (0/e]
= Ty T T3
4 4 4 1
ot
x Obs:se x > 3/4" ,entdox >3/4 e x—3/4>0.
V59/4
0
_ . V3x%2+4+2 . V3x%2+4+2
lim f(x) = lim ———= lim ———— = —o
x_,% x_,% 4x — 3 x_% 4x —3

x Obs:sex —» 3/4 ,entiox <3/4 e x—3/4<0.

3
* Logo,aretax = 7 ¢uma assintota vertical.

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
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um dos seguintes casos:
lim f(x) =a ou lim f(x) =a
X——00

X—+00
V3xZ 42 V3x2 +2 342
. _V3x2+2 |x] . Vx? : xZ
dm f6) = i s TR s i Rt T
x| x X
V3+0 V3
4-0 4
* Obs:se x » +o entdo |x| = x; |x| = x2
—Logo,aretay = - ¢uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
V3x2 + 2 V3x2 42 34 2
. _V3x*+2 |x]| : v . x2
x1—1>r—noof(X) - x1—1>r—noo 4x — 3 - xl—1>rzloo 4x — 3 - xl—l)r—noo 4x — 3 - x1—1>r—noo ) +§ -
[x| —X X
V3+0 3
—4+0 4
* Obs:se x » —oo entdo |x| = —x; |x| =/ x2
V3 , . .
—Logo,aretay = — e é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
2.
x?, sex >0
@ fe) =xlxl; fo)={; C¥ 20

* Analisando a diferenciabilidade da funcao f, temos:
* Seja x + Ax > 0, entao:

flx + Ax) — f(x) i (x + Ax)? — x? . x? + 2xAx + Ax? — x?
= lim

= jim, - Jim

Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
o 2xAx+Ax? . Ax(2x +Ax)
= lim ———— = lim ——— = = lim (2x + Ax) = 2x.
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0
* Seja x + Ax < 0, entao:
o) = i fx+Ax)—f(x) i —(x +Ax)* +x% i —x? — 2xAx — Ax? + x?
f1e0) = A0 Ax = Ax0 Ax = Ax0 Ax
o =2xAx —Ax?  Ax(—2x—Ax)
= lim ——— = lim = lim (—2x — Ax) = —2x.
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

—Com isso, temos a seguinte expressao para f'(x):
£10x) = { 2x, sex =0

—2x, sex <0
* Como ambas as sentencas de f'(x) sdo polinomiais e, portanto, continuas em
seus dominios, temos entio que f é diferenciavel em (—,0) U (0, +0).
* Falta verificar se f é diferencidvel em x = 0. Logo,

f',(0=20=0 e f' (0)=-2.(00=0

* Como f'_(0) = f'_(0) concluimos que f é derivavel em x = 0 e, com isso, f é
diferenciavel em R.
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(\/x2 + 25x — x)(\/x2 + 25x + x) B

b) lim (\/xz + 25x — x) = lim

xo ko on (Vx® + 25x + x)
25x
. x*425x —x? _ 25x _ Tl
lim = lim = lim =
x>t (V2 +25x +x)  *o+oyx2 +25x +x X+ Vx2 + 25x +x
| x|
25x
) R _ 25 25 25 25
lim = lim = = =—
x—>—+—oo\/x2+—25x+£ xX—+00 { 25 L V1i+0+1 1+1 2
Wz x T

* Obs: se x > +o0 entdo |x| = x; |x]| = /x2

3.
ax+b, sex <2
a) f(x) _{sz —1, sex>2
* Dizemos que uma funcao f é continua num ponto x = a se, e somente se,
temos:
1) f(a) existe;
2) lim f(x) existe;
xX—a
3) lim f(x) = f(a).
* Usando essa informagdo em x = 2, temos:
DfR)=2.12)?%*-1=8-1=7.
2) lirgl flx) = lirgl (ax + b) = 2a + b.
X—27 X2
Obs: Nao ha necessidade em se calcular o limite lateral a direita de x = 2,pois
lim, () = £(2).
3) lir?_f(x) =fR2)->2a+b=7 (1)
xX—

* Essa é arelagao entre a e b para que f seja continua em x = 2.

b) Para que f seja derivavel em x = 2:

) L f-f@ . 2x*—-1-7  2x*-8  2(x*—-4)

f@=lm = s T T T T
26296+ ot 2 =2(2+2) =8

xlgl*' (x—Z) _xlgl*’ (X )_ o

) o f)-f@) ax+b-7  ax+7-2a-7

flr@=lm = s T -

. alx—2)

im ———= lim a = a.

x-2" (x —2) x—2~

* Para que f seja derivavel em x = 2 devemos ter f' (2) = f'_(2).Logo,
a = 8.Substituindo na equacio (I) temos:
2.a+b=7-16+b=7->b=-09.

* Solucdo: a =8e b =-9.

4.

a) x> + y? = 6xy ; equacio da reta tangente no ponto (3,3).
* Por derivacao implicita, temos:

3x% + 3y%y’ = 6y + 6xy’
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x% +y%y' =2y + 2xy’

y.(y? —2x) =2y —x*

2y —x° . 23-3% 6-9 -3

y =)T2x;noponto(3,3)temosy =32—2.3=9—6=?=_1'

* Equacdo da reta tangente:

b)Onde a reta tangente é horizontal? (onde y' = 0?)
y=02y—x2=0ey?—2x#0

x2

2=2 ==
Yoy =5

Substituindo na expressao da curva, temos:

2] 2
x° x°
x3+§=3x3—>2x3 =§—>x6—16x3 =0->x°(x*-16) =0
Logo,

x3 = 3
{x3_16=0—>x=00ux=\/1_6.

* Para x = 0 temos:

03+y3=60.y>y3=0->y=0. Ponto (0,0).

—0bs: o ponto (0,0) nio satisfaz a condigio y* # 2x.Logo,nio reta tangente
horizontal em neste ponto.

* Para x = V16 temos:

3
(V16) +y* =6.116.y > y® — 6316y + 16 =0

—Na condi¢do acima temos que y? # 2x.Vamo supor que y* = 2x.

Logo,y = \/;E.Substituindo na equacao acima, temos:
<J_r\/23TE>3 - 6W<i\/27ﬁ> +16=0
2%/1_6<i\/7_> —6\/_< F)+16—0

\/7 V16(2V16 — 6Y16) + 16 = 0

—43/16[23/16 + 16 # 0.

Logo, temos que y? # 2x. Assim, temos reta tangente horizontal em um ponto da
curva onde x = V16.
x? V162

Comona expressao da derivada tinhamos a condigdo y = S oYE5
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* Portanto, temos reta tangente horizontal no ponto (3\/ 16, >

5.

a)y = sen(tg\/sen x) ;calcular y'.

* Sejamu = senx,v =+ uez=tgv,entdoy = senz
Pela Regra da Cadeia, temos:

dx dx du dv dz

y' = (cosx).——. (sec? v).(cos z)

2\u
. COS Xx. SeCZ(\/SGI’I X) . COS(tg vsen X)

Y 2+v/sen x

b)

2
flx) = 2%
* Determinar f'(1).
Sejamu = x?,v = 3% .entdo f(v) = 2".
Pela Regra da Cadeia, temos:

F(x) = (2x) - 3% - In(3) - 27 - In(2)
F(x) = (2%) -3 - In(3) - 23° - In(2)
/(1) =2-31-1In(3) 23 - In(2)
£/(1) = 48 -1n(3) - In(2)

W)

87



3.12 Reavaliac¢do da 22 média-13 de Dezembro de 2008

1.

* Observando a ilustragdo acima, conseguimos extrair as seguintes expressoes:
(2r)2 =12 + b?,0onde l é a largura e b é comprimento do retangulo
A=b.l;

d
* Na questao temos que T —2cm/s

—Com essas informagdes, temos:
12+ b2 =100
1(t)? + b(t)? = 100
21(t).U'(t) + 2b(t).b'(t) =0
, b(t).b'(t)
U'c) = 0
Obs:b'(t) = —2cm/s
A(t) = b(t).1(t)
A'(t) =b"(t).1(t) + b(t).I'(t)
A'(t) =-=2Il(t)+ 2 b()”
b(t)?

{100 — b(t)?

A'(t) = =2/100 — b(D)2 + 2

* Quando b(t) = 6cm temos:

dA 36 72

— =A'"(t) = -2V100 - 36 + 2——== -2V64 + —=—16 + 9 = —7cm?/s
dt (®) V100 — 36 V64 /
2.
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Sejam,r e h o raio e a altura do cone invertido,e R e H o raio e a altura do cone
reto. Por relagdo de triangulos retangulos, temos:

H H-h HR—r1)
-5 = —->Hr=HR—-hR->h=—++——=
R r R
1 1 H(R—-1) 77:H(Rr2 — T3)
Veone menor = §7TT'2- = §7TT'2.T -V = 3R

* Obs: R e H sdao constantes!

H
V'(r) = IR (2Rr — 3r2) ; fazendo V'(r) = 0 temos:
2Rr —3r?2 =0

2
r2R—-3r)=0.1r= §R.

Parar = §R ,vamos calcular h:

h:H(R—r):h:H(R—% )_%_H

R R R 3 5 "
Portanto, teremos o cone invertido de maior volume parar = §R eh=-H.

3
1, 1 (4R?\ (H\ 4nR*H
Vmssino = 377%:h = 37( 7). (3) = =g~ vV

3.

b 1 M1 1 1 b? — q?
a)j (x+5)dx=[—x2+5x l=§b2+5b——a2—5a= ? f50h-a).
a

2 . 2 2

b) f(x) = x® —x? + x — 1 tem uma Unica raiz real.

Calculemos f(0) e f(2):

f(0)=0>-0*+0-1=-1.

F(2)=23-224+42-1=5.

* Assim, f(0) < 0 < f(2),isto é, f(c) = 0 é um nimero entre f(0) e f(2).Como f
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é continua no intervalo [0, 2], 0 Teorema do Valor Intermediario estabelece

que existe um nimero c entre 0 e 2 tal que f(c) = 0. Em outras palavras, a fungio
f(x) =x*>—x? + x — 1 tem pelo menos uma raiz real ¢ no intervalo (0, 2).

* Suponhamos que f tenha 2 raizes reais c e b. Como f é continua e diferenciavel
em (c,b), uma vez que é um polindmio, pelo Teorema de Rolle existe um nimero

d € (¢,b) tal que f'(d) = 0.

f'(x) =3x*—=2x+1; A=4—12 = —8.Logo, f'(x) nio possui raiz real.

Portanto, ndo existe um numero d tal que f'(d) = 0 e, consequentemente, f (x)
tem uma Unica raiz real.

* Obs: A raiz em questdo é uma das raizes notaveis de um polinémio do 32 grau.
x = 1éraizde f(x).0useja, f(x) = (x — 1)(x? + 1). Note que o segundo fator é
irredutivel, portanto,nao possui raiz real. Somente parax = 1, f(x) = 0.

4.
3
flx) = G-12 ; Esbogar o grafico!
1) Dominiode f: D(f) =R —{1}.
2) Intersecdes com os eixos: Ponto (0,0).
3) Crescimento e Decrescimento:
3x%2(x—1)2—x3.2.(x—1) 3x*(x—1)—2x3 x3-3x%2 x%(x-23)

[ = (- D* G-13  (x-1° (x-1)3"
) x?(x —3)
P = G
* Fazendo o estudo do comportamento (sinal) de f'(x), temos:
++++0++++++ ++++++++++ x?
— O
————————————— 3+++++++ (x—3)
——————— IFFFFFIFFFFF++ (x —1)3
FFFFOFFI————— SFFFFFFF f'(x) =x*(x=3)/(x—1)*
—& = L

* Da andlise acima, concluimos:
f é crescente no intervalo (—o0,1) U (3, +0)
f é decrescente no intervalo (1, 3)

4) Pontos Criticos:
Onde f'(x) = 0 ou quando f'(x) nao existe.
f'(x) =0parax=0ex = 3.

33 27 o 27
f0)=0;, f(@3)= m =7 Pontos Criticos : (0,0) e (3, T)
f'(x) ndo existe em x = 1. No entanto,x = 1 ndo pertence ao dominio de f e,
portanto,nao é um nimero critico.

5) Concavidade:

" _ (3x2 _ 6x)(x — 1)3 — (x3 _ 3x2). 3. (.X _ 1)2
f"(x) = G

" _ (3x2 - 6x)(x - 1) — 33 + 9x2
f(x) = R
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6x
f(x) =m

Fazendo o estudo do comportamento (sinal) de f'' (x) temos:

——————————— O+++++++++++ 6%

FFF T T T F T T T T FF T T LA+ FFF+  (x-1)*

——————————— 2++++I++++++ f"(x) = 6x/(x — 1)*

x Da andlise acima, concluimos:
f possui concavidade voltada para cima em (0,1) U (1, +) e
f possui concavidade voltada para baixo em (—oo,0)

6) Pontos de Inflexao:
f"(x) = 0ocorre apenas em x = 0.
f(0) =0. Ponto de inflexdo (0,0).

7) Assintotas:
* Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos
seguintes casos:

lim f(x) =40 ou lim f(x) = to0

x—-at x—a~

* Sabemos que f é descontinua em x = 1.Verificando se aretax = 1 é uma
assintota vertical:

1
D
—
lim FCo) = lim —— = lim —% =+
— — = (0]
am e = e e = MG T
T
0+
*Obs:sex > 17 ,x >1lentdiox—1>0= (x—1)>>0
1

)
Jm 10 = lm oy = I Ty =

i
ot
*Obs:sex > 17 ,x<lentdiox—1<0= (x—1)?>0.
—Logo,areta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

* Horizontais: Dizemos que a reta y = a é uma assintota horizontal se ocorrer um
dos seguintes casos:
lim f(x)=a ou lim f(x)=a
Xx—+00 xX——00
x3 _ 3x2  6x

—— = ]Jim —— = lim = lim — = lim 3x
s+ (x —1)2 x-o+0x2 —2x+4+1 x5+02x —2 x40 2 x>+

hm fx) = 11

= +00.
Logo, f ndo possui assintota horizontal.

* Obliqua: Dizemos que aretay = ax + b é uma assintota obliqua se, somente se
llm [f(x) —(ax+b)]=0
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x3 3x — 2

e —— 2 —_
f&) x2—2x+1 (e + )+x2—2X+1
3x — 2 3 2
Jm [f () = G+ 2)] = lim —Z——— x—1>r—_ipoox2—2x+1_x—lg1001 2,1~
) Xtz
" X x
im 3~ i 2

lim 1 — lim z+ lim lz 1-0+0 1
x—+00 x—>t0oX x-o5t+0X
* Portanto,aretay = x + 2 é uma assintota inclinada (obliqua) ao grafico de f(x)

5.
In(2x+1) . In(2x+1)
a) llm(2x + 1)V/sen(x+x%) = |jm pIn@x+ D) _ i Sen(era?) = e bsen(x+x7);
x—0 x—0
* Calculando o limite do expoente temos:
2
In(2x + 1) ) 2x+1 . 2

im = lim = lim =
x~0sen(x + x2) 20 (2x + 1) cos(x + x*) x>0 (2x + 1)*cos(x + x?)
2 2 2

(0 + 1)2.cos(0 + 02) “cos0 1
lim In(2x+1)
llm(Zx + 1)1/Sen(x+x2) = ex-osen(x+x2) = o2
b)f”(X) =-m+x¥%+2cosx —e*; f’ (0) =1e f(0)=e.
* A antiderivada mais geral para f'" (x) é:

3
f'(x) =—nx+§x5/3+25enx—ex+6
Fl0)=-14+C; f(0)=1~-1+C=1-C=2
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3
f'(x) = —mx +§x5/3 +2senx —e* + 2
* A antiderivada mais geral para f'(x) é:

T 9
flx) = —Exz +Ex8/3—2cosx—ex+2x+D

f(0)=—2—-1+D=-3+D; f(0O)=e ~ -3+D=e—>D=e+3.

T 9
Portanto, f(x) = —Exz +Ex8/3 —2cosx —e* + 2x + (e + 3).
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3.13 Prova Final-18 de Dezembro de 2008

1.
2cm
dh_1 . dA_6 ",
i cm/min i cm®/min
B+ 2)h B(t) + 2)h(t
PIRCLE L YA CIOR22LIC

At = %(B(t). h(t) + 2h(1))
A(t) = 1(B’(t) h(t) + B(t).h'(t) + 2h’(t))

dA dB dh
a?(a h(”B()_”E)
6—1<d—B h(t) + B(t). 1+21>
)
dB
12=d— h(t) + B(t) + 2
dB 10 - B(t)
dt ~ h(t)

B(t)e h(t) sdo a base maior e a altura, respectivamente, no momento em que se deseja
calcular a variagdo da base maior em relacdo ao tempo B'(t).
Quando a altura é 10cm e a area é 50cm?, temos:

(B+2).10
50=T:B+2=10—>B=8cm-'-
dB_10—8 2 0.2
at - 10 10 deem/min
2.
In(x+ 1), x>0
In(1—-x%), —-1<x<0
@) fy =] =)
x< -1

1+ x2’
* f é uma funcgdo sentencial, portanto, f é continua no dominio de cada sentenga.
—Analisando a continuidade de cada sentenca, temos:
* A primeira sentenga é uma fungdo logaritmica, onde devemos ter o logaritmando
(x +1) > 0 e a base maior que zero e diferente de 1. Como estamos tratando do
logaritmo na base neperiana, a base ja satisfaz as condi¢des acima.Logo, a funcao
In(x + 1) existe para x > —1.Como esta sentenga é valida para x > 0, entdo
f é continua em (0, +0).

* A segunda sentenga também é uma funcao logaritmica, porém, temos no
logaritmando um polindomio do segundo grau.Logo, devemos analisar a
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existéncia da funcdo In(1 — x?),assumindo que (1 — x?) > 0. Assim,

———————— CO++++++++H())———————— (1-x?)
\ 4 \ 4

* Com essa anéalisa, temos que a funcdo In(1 — x?) existe para —1 < x < 1.
Como em f(x) esta sentenga predomina no intervalo — 1 < x < 0,condiz com
o resultado, logo f é continua em (—1,0).

* A terceira sentenga é uma fungdo polinomial racional, onde seu dominio, neste

caso, depende do denominador que deve ser dif erente de zero, ja que o membro

do numerador é uma funcdo constante. Analisando a terceira sentenga, temos:
m ; 1+ XZ *0

—Fagamos 1 + x> =0,entiox’*=-1-x = i\/—_l ; Logo,ndo temos solugdo

nos reais para esta expressao. Portanto, 1 + x* #0,Vx € R.

Assim, a terceira sentenca é valida para qualquer x pertencente aos reias. Em

f(x) esta sentenga vale para x < —1. Portanto, f é continua em (—oo,—1).

* Com essas analises, temos que f é continua em (—oo,—1) U (—1,0) U (0, +0).
Falta verificar se f é continua nos pontos onde ha mudanca de comportamento
da fungdo,ou seja,emx = —lex = 0.

* Dizemos que uma funcao f é continua num ponto x = a se, somente se,
1) f(a) existe;
2) lim f(x) existe;
xX—a
3) lim f(x) = f(a)

*parax = —1:
1 1

1 —-1) = = = -,
)F=D) 1+(-1)2 141 2
2) limlf(x) ;
xX——
lim f(x) = lim In(1—x?2) ;sex » —1% entdo x > —1.Logo, (1 — x?) > 0.
x—>—1% x—>—1%

* Como o logaritmando (1 — x?) - 0,temos lim1+ In(1 — x?) = —oo;
xX——
* Assim, limlf(x) A, pois ndo ha limite lateral a direita de — 1.
xX—>—
—Logo, f nao é continua em x = —1.
*parax = 0:
1f(0) =In(0+ 1) = In(1) = 0.
2) lim f(x);
x—0
lim f(x) = lim In(1 —x2) =1n [ lim (1 — xz)] =1n(1) = 0.
x—0~ x—-0~ x—-0~
xll)rggr fx) = xll)r(r)1+ In(x+ 1) =1In [xll)rggr(x + 1)] =1In(1) = 0.
* Logo, lirré f(x) =0.
X—
3) lim f(x) = f(0) = 0.
x—

—Logo, f é continua em x = 0.
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* Com essas analises temos que f é continua em (—o0,—1) U (—1, +0).

I
b) f(x) = tgx — cotgx — x ; provar que f tem uma Gnica raiz real em (0, —).

2
* Calculemos f (%) ef (g)

T T T T 1 T 6-—18—1V3 (12+7r\/§)
f(—)ztg——cotg———z—— 3 - —=1—n— (= Z.
6 6 6 6 3 6 6V3 63

1 n_9—3—n\/§_6—n\/§_

f(T[)_tT[_ tn_n_\/g_ _
3) T 83T 083 T3 53 3 353 303

* f é uma soma de fungdes,onde tgx e cotgx sdo fungdes trigonométricas

T
continuas no intervalo [€’§] ,e a funcao identidade y = x também é continua

] 7 e - n 7T - 7T 7T
nesse intervalo. Logo, f é continua no intervalo [E’§] .Assim, f (E) <0<f (5)

T T
entdo, pelo Teorema do Valor Intermediario existe algum c € [g'g] ,tal que

T
f(c) = 0.Em outras palavras, f possui uma raiz no intervalo (0, E)

m
* Sendo f continua e diferencidvel no intervalo (0, E) , e suponhamos que f

possui 2 raizes c e d neste intervalo, pelo Teorema de Rolle, existe algum niimero
a € (c,d) tal que f'(a) = 0.
f'(x) = sec? x + cossec?x — 1
f'(x) =0 - sec?x + cossec’x —1 =0 - sec?x + cossec’x =1
1 1 sen? x + cos? x 1
etz =1~ 2 2. =1l =
cos?x sen?x sen? x.cos? x sen? x.cos? x
senx.cos?x=1-sen’x.(1 —sen?x) =1- —sen*x +sen’x—1=0
sen*x —sen’x+1=0
* Sejay = sen? x entdo:
y2—y+1=0-A=1-4 = -3.Logo,ndo ha solugio real para a equacio!
Logo,nao existe (a) € (c,d) tal que f'(a) = 0. Portanto, f tem uma Unica raiz

T
real no intervalo (O, E)

3

' 2
a) f(x) = /secx/E ; Calcular f' (%)

x Sejau =+/x,v =secu .Entio f(v) =v.
Pela Regra da Cadeia, temos:

dx dx du dv

1 1
f’(x)=ﬁ-secu-tgu-ﬁ
4 Vx VsecVx
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- nZ
16 sec|Tg
,n2_14 ntn 1
F'\16) =7 7 %7 83
SECZ
T2 1 4 1
fille)=>=V2-1-—
1 4 1 \/f

7'[2 \/E 21/2 21/4
f( >_n/\/§_”'21/4_ T

b) f(x) = 22rctelsenh) . poterminar f'(0).
* Sejamu = senhx e v = arctgu ,entio f(v) = 2".
Pela Regra da Cadeia, temos:

f'(x) = coshx-

1+u?

f'(x) = coshx- . garctg(senhx) . |y (2)

1 + senh? x

f’(o) = COSh(O) ) HTH}IZ(O)

1
f(0)=1 1+_0 parctg(0) -1n(2)
f'(0) = 2°-1n(2)

_Zanigﬁenhﬂn).]n(z)

f'(0) =1In(2)
X X
+ f) = (cos x) ’
a) f'(x); .
Inf(x) =x-In (cos x)
Inf(x) =x-[Inx —In(cos x)]
flx) 1 senx
O Inx —In(cosx) + x [; + o x]
f'(x) X
[0) =In (cosx) +1+x.tgx
, _ X N\ X
f'x) = (cos x) : [ln (cos x) +1+ x.tgx]

X X . X
b) lim f(x) = hm( X ) = lim eln(ﬁ) = lim ex.ln(%) = e;lcl—r}(l)x'ln(m)
x—0 x—0 \COS X x—0 x—0
* Calculando o limite do expoente, temos:
) ~ [Inx —In(cos x)]
x) = }Cl_rg x.[Inx —In(cosx)] = ,lcl_r% 1 =

] X
lim x.1n (
x-0 cos

X
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l+tgx

. X T o _
}Cl_rg T —}Cllr(l)( x—x.tgx) = 0.
2
. _ limx.ln(L)_ 0 _
Logo, llngf(x)—exﬁo cosx) = e” = 1.
xX—

5.
a) x2(x? — 9) = y?(y? — 1) ; Reta tangente no ponto (=3, 1).
Por derivagdo implicita, temos:
2x(x* = 9) + x%(2x) = 2yy'(y* = 1) + y*(2yy")
4x3 — 18x = y'(4y3 — 2y)
4x3 — 18x , 4.(=27)-18(-3) -—54
Ty =2y no ponto (—3,1):y' = ) ==
* Equacio da reta tangente no ponto (—3,1) e coeficiente angular m = —27:
Y = Yo = m(x —x,)
y—1=-=-27(x+3)
y=-27x—-81+1
y=—-27x—80

!

y = = —27

b)y = (Inx)3; existex € Rtal quey' = 0?
1

"'=13-(] 2,

y (Inx)”-=

"=3-[211 ~lha ?( 1”

y' = nx-——+(Inx >

., [Zlnx—(lnx)zl , 3lnx(2-Inx)
y' =3 -y =

x? X2
y'=0e3Inx(2—-1Inx) =0,comx* # 0 - x # 0.
{ZB—IIIITx:—OO_’lnX= 0+x=1 2—Inx=0->Ilnx=2.x=e¢2

* Logo, os pontos onde y'' = 0 sdo:
—parax = 1, temos:
y=(n1)3=0%=0. ponto(1,0),
—para x = e?,temos:

y = (Ine?)3 = 23 = 8. ponto (€2, 8).

6. f(x) = 3x — x? + |2x — 4| ; encontrar os pontos onde f nio é derivavel.
« 2% — 4] :{ 2x —4, sex =2

—(2x—4), sex <2’

f(x) = {—x22+ 5x —4, sex > 2.
—x“+x—4, sex<?2

* f é uma funcao sentencial, composta por fungdes polinomiais e, portanto,
continuas e dif erenciaveis em seus dominios.Logo, f é continua e dif erenciavel
em (—,2) U (2, +).Basta verificarmos se f é continua e diferencidvel em
x = 2,onde ha mudanga de comportamento da fungao.

1) Verificar se f é continua em x = 2.

*f(2)=—(2)245.(12)—4=—-4+10—-4=2.

* lim f(x) = lim (—x2+5x—4)=—-4+10—4=2;
x—-2+ x—-2+
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* lim f(x) = lim (—x*+x—4) = —4+2-4=—6;

X— X—

—Logo,como lim f(x) # lim f(x) ,entdo lim f(x) A.
x—-27F xX—2~ x—2

* Portanto, f nao é continua em x = 2.
* Consequentemente f nao é diferenciavel ou derivavel em x = 2.

7.

b

. 1800
Area=b.l ; b.l=1800m? - b =—7
Comprimento total = 2b + 4l
C =2b+4l
3600

C = T + 41

, 3600 , 412 — 3600 , 4(12 = 900)
c'()=- B +4—>C(l)=l—2—>C(l)=l—2
t+++++++(-30)————————— BO+++++++  (2-900)
+++++++++9+++++g+++++§+++++++ 12
++++++++(-300—-——-0--———BO)+++++++ O

@ O O

* Notamos que ndo podemos ter | < 0 por tratar — se de comprimento.
Logo,l = 30m é nossa resposta! Eml = 30,C’'(l) passa de (—)/(+) .0 que
indica um ponto de minimo absoluto.

3600
C(30) = =0 +4.(30) =120 + 120 = 240m
* Por questdo de comprovagao, tomemos | = 10,1 = 20 e [ = 40:

3600

€(10) = ETE + 4(10) = 360 + 40 = 400m
3600

C(20) = ETH + 4(20) = 180 + 80 = 260m

3600
€(40) = =5~ + 4(40) = 90 + 160 = 250m

—Portanto,para | = 30m temos o menor comprimento total do terreno.

8.
1

a) Provar que 2 < f V1+x2dx < 2V2 ;
-1

* Vamos analisar a funcio f(x) =1+ x?;
*1+x2>0,Vx € R.Logo,D(f) = R.
120bs: f é uma fungdo par! Ou seja, f (x) = f(—x);

x
! = . D(f) =R

22 obs: f € continua e dif erenciavel nos reais ;
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—Com essas informacdes, e tendo em vista que f(1) = f(—1),pelo Teorema de
Rolle, existe algum c € (—1,1) tal que f'(c) = 0.

! = b = o =
f'(x)=0 Nepee 0 ~x=0.
.Para x = 0,temos f(0) = 1.
—Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:
1) Os valores de f nos nimeros criticos de f em (—1,1):

f(O)=1

2) Os valores de f nos extremos do intervalo:

f-D=f(1)=v2
Com isso, concluimos que Vx € [—1,1] temos:
1<f(x)<V2

Aplicando a propriedade comparativa de integral na expressao acima, temos:

f_lldxsl_lf(x)dxsj_lx/fdx
1(1-(-1)) sf V1+x2dx <vV2(1-(-1)
1
1-(2)Sf\/1+x2de\/§-(2)
zsf V14 x2dx <2v2
-1

1 1
b) f'(x) = +——2senx e f(1) =0. Determinar f(x).
===t f 4
* A antiderivada mais geral para f'(x) é:
f(x) =arcsenx +Inx + 2cosx + C,onde C é uma constante a ser determinada.

f(1) = arcsen(1) +In(1) + 2cos(1) + C
f(1 =%+0+2€05(1)+C

f(1 =g+2cos(1) +C; f(1)=0. Logo,

T T
§+2cos(1)+C =0-C= —E—Zcos(l).
* Portanto, temos
T
f(x) =arcsenx +Inx + 2cosx — <§ +2 cos(l))

Veitinaro = nr®h
Veitinaro = 10mr?
* Calcular V(6,02) por diferenciais.
Logo, queremos V(6 + 0,02).
Sobre diferenciais temos:

dy = f'(x).dx e Ay = f(x + dx) — f(x)
Sabemos que em dif erenciais dy = Ay, entao:

flx+dx)— f(x) = f'(x).dx
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Se queremos V(6 + 0,02) temos que x = 27 e dx = —1,logo:

V(6+0,02) —V(6) = V'(6).(0,02)
V(6,02) — 107. 6% = 207.6.(0,02)
V(6,02) = 2,4m + 3607
V(6,02) = 362,47 m®

10.
(x +1)?
NS
1) Dominio de f:
*x2+1#0; x*°+1=0-x2=-1->x=v-1 ¢ R
x*+1+0,Vx €R.

*D(f) =R.
2) Intersegbes com os eixos coordenados:
(@-‘0+D2—1—1 to (0,1)
f —02+1—12—.p0n0 ,1).
x+1
f(x) =0—>(xz—_l_i=0—>(x+1)2 =0-x=-1. ponto (—1,0).

3) Assintotas:
* Verticais: Nao ha assintotas verticais ao grafico de f(x),pois f é continua nos
reais.Logo,nao ha pontos de descontinuidades.

* Horizontais: Dizemos que aretay = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos:

lim f(x)=a ou lim f(x)=a
xX—+00 X——00

x*+2x+1
. o) = i (x+1)? X +2x+1 2
x—1>IPoofx _x—l>I-Poo x2+1 _x—1>r-POO x2+1 _x—1>r-|¥loo x?+1
xz
2 1 . .2 : 1
Xt 1+i2 lim 14+ lim iz 1+0 1
X xX—+00 x—400 X

x Logo,aretay = 1 éuma assintota horizontal ao grafico de f(x).

4) Crescimento e Decrescimento:

) = x?+2x+1
A x2+1

) = Cx+2)(x*+1)—2x)(x2+2x+1)
fe = (2 +1)?

, 2x3 4+ 2x + 2x% + 2 — 2x3 — 4x? — 2x
f'x) = 2 2

(x2+1)

, —2x%2 42 , 2(1 —x?)
IO =tarn 2T =Garye
* Fazendo o estudo do sinal de f'(x), temos:
——————— ED+H++++++++(LD)———————— 2(1—x?)
FtHF Tttt + T+ 3+ T ++++ (2 +1)?
——————— (;U+++++++++MJ———————— £

O
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* Da analise acima, concluimos que
f é crescente no intervalo (—1,1) e
f é decrescente no intervalo (—o,—1) U (1, +0).

5) Pontos Criticos:

* Temos um ponto critico quando f'(x) = 0 ou onde f'(x) ndo existe.

* Como D(f") = R, temos ponto critico apenas onde f'(x) = 0.0u seja,em
x=—-lex=1.

(-1+1)* 0 ) .
f(=1) = m =5= 0. ponto (—1,0) ; f(—1) é o valor minimo absoluto
(1+1)* 4 , -

f(y = m =5= 2. ponto (1,2); f(1) é o valor maximo absoluto
6) Concavidade:

o —2x%+ 2
f'x) = GZT e
100 = (—4)(x2+1)? = (—2x2 +2)(2)2x)(x*> + 1)

B (x2 + 1)*

o~ —4x® —4x — (=2x% + 2)(4x)
f'x) = G+ 1)

ooy —4x® —4x +8x® —8x ooy Ax®—12x peo Ax(x?=3)
f (x)_ (x2+1)3 _)f (x)_ (x2+1)3 _)f (x)_ (x2+1)3 )

* Fazendo o estudo do sinal de f' (x), temos:
——————————————— (Qt+++++++++++ 4x

+++++++(—V3)-—————————— (V3))+++++ (x*-3)
FFFF T FF AT FFFFFFFFFFFF P FFFFFF (22 +1)°
——————— (—£)+++++(2)————(\/§t)+++++ £ (x)

* Da analise acima, concluimos que
f possui concavidade voltada para cima em (—\/§, 0) U (\/§, +00) e
f possui concavidade voltada para baixo em (—o0,—V3) U (0,V/3).

7) Pontos de Inflexao:

* Onde f''(x) = 0,ou seja,emx =0,x = —V/3ex =43

f(0) =(32+—+132=%= 1; ponto (0,1);
)= O BB 220 (5 259,
(-v3) +1 4 2 2

f(V3

)=(\/§-|2-1) =4+2\/§=2+\/§; pont()(ﬁ'M);
WA +1 ¢ 2 2
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Capitulo 4 2009

4.1 12 Avaliacao-21 de Marco de 2009

1.
@ ={4

-3, sex<-1

determinar k para que exista lim f(x).
x4k sex>-1" p q x—>—1f()

* Dizemos que lim f(x) existe quando os limites laterais existem e sdo iguais.
xX—a

lim f(x)= lim (x*+k)=(—-1)?2?+k=1+k;
x->—1% x—->—1%

lirr}_ fx) = lirr}_(kx -3)=k(-1)—-3=-k-3.
x—o— x—o—

lim f(x)= lim f(x)21+k=-k—-3->2k=—-4.k=-2.
x->—1% x—>—1"

[2x — 1| — [2x + 1]
b) lim ;
x—0 X /2
2x—1, sex=1 _ _
*0bs.|2x—1|—{_(2x_1), sex<1/2 ,|2x+1|—{
*Sex > 0,12x—1|=-2x—-1)e |2x + 1| = 2x + 1.
[2x — 1| — |2x + 1] I —-2x-1)—-(2x+1) y —2x+1—-2x-1
m = lim =

x—0 X x—0 X x—0 X
. —4x . —4x

lim——; sex - 0,x #0.Logo, lim—— = —4.

x-0 X x>0 X

1 2x =1 —|2x + 1]
*x Portanto, 11n(1) = —
X—

x
2.

x3 4+ 7x% + 12x x(x+3)(x+4)

fe) = x%+2x—3 _)f(x)=(x+3)(x—1)

a)Continuidade de f:
* Como f é uma funcdo polinomial racional, temos que f é continua no seu
dominio. Logo,

D(f) =R—{=3,1}
* Portanto, f é continua em (—o0,—3) U (1, 4+ ), e descontinuaemx = —3 e
x =1

2x+1, sex>—-1/2
—2x+1), sex<—-1/2

b) Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um dos casos

a seguir:
lim f(x) =+ ou lim f(x) =t
x—-at x—a~
* Calculando em x = —3, temos:
_ x(x+3)(x+4)  x(x+4) -3(-3+4) -3 3
11m f(x) = im = =— =
—3+ (x+3)(x—1) x>-3+ (x—1) (-3-1) -4 4
* Obs.sex - 3 entao x # —3 e,portanto,x + 3 # 0.
x(x+3)(x+ 4) _ x(x + 4) —3(—3 +4) -3 3
llrn fx) = llrn =— =
-=3- (x +3)(x—1) Bl S x-1)  (-3-1 -4 4

* Como lim f(x) = lim f(x) ,entdo lim f(x) existee éiguala 3/4.
x—--3% x—==3" x—>-3

—Logo,x = —3 ndo é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
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*x Calculando em x = 1, temos:

x(x+4
—Se x # —3,entdo f(x) =ﬁ;
. s
[
x(x+4) X(x+4)

Jim, () = lim (x—1) a0t (x—1) i
T
0+

*x Obs:sex - 1T, entaox>1;, x—1>0.

_ ox(x+4) X (x+4)
Jim fO) = lim m = lim oy =

o
* Obs:sex > 1 ,entaox <1, x—1<0.

—Logo,areta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

3.
T
a) lim VYx2°%x = 0.
xX—
i
—1<cos—<1
¥
2—1 S 2COSE S 21
l< 2COS¥ < 2
7 = <
3
VX 3ot < 23
g 2
x i
* Sejam f(x) = ,g(x) = Yx2°°°x e h(x) = 2¥V/x, entdo f(x) < g(x) < h(x).E

2
ainda, lil‘% f(x)=0e ling h(x) = 0,ou seja, lirr(l) flx) = lil‘% h(x) = 0, assim, pelo

xX— xX— X— X—
Teorema do Confronto, temos lingg(x) = lil‘% f(x) = lil‘% h(x) = 0.

xX— X— X—
s
Portanto, lirré Vx2%x = 0.
X—
16-x  (4+vx)(4—Vx)

b) lim = = lim, =5 = lim(4+Vx) =4+Vi6=4+4=8.

* Obs:se x > 16,x # 16 logo,x — 16 # 0 = (4 +Vx)(4 —Vx) # 0.

4.
x+2c, x<-=-2
fx)=43cx+k,-2<x<1
3x — 2k, sex>1
* Dizemos que f é continua num ponto x = a se, e somente se,
1) f(a) existe;
2) 91(1_r)r(11 f(x) existe;
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3)lim /() = f(a)
—Emx =-2:
1) f(=2) =3c(-2)+k=—-6c+k
2) lim f();
xEErlZ: fx) = xEEnzz(x +2¢) =2c—2;
xEEnZJr fx) = xEEnZJr(ch + k) =—6c¢c+k;

* Portanto, para que f seja continua em x = —2 devemos ter a igualdade:
2c—2=—-6¢c+k—->8c—k=2()

—Emx=1:
1) f(1)=3c(1))+k=3c+k
2) lim £ ()
x—
lil‘{l_ flx) = 111‘{1_(3CX + k) =3c+k;
x-17 x—-17
lim f(x) = lim (3x — 2k) = 3 — 2k;
x-1t x—-1%t

* Portanto, para que f seja continua em x = 1 devemos ter a igualdade:
3c+k=3-2k—>3c+3k=3->c+k=1I)

* Com as equacgdes I e Il resolvemos o seguinte sistema:
{8c—k=2 {c+k=1_ 12
- wc=—ek=-.

c+k=1 9¢ =3 3 3
* Como f é uma funcgdo sentencial composta por funcgdes polinomiais e, portanto,
continuas em seus dominios, podemos afirmar que f é continua em (—oo,—2) U
(—=2,1) U (1, 4). Por outro lado, encontrados os valores de c e k acima, temos
que f é continua em x = —2 e x = 1 e, consequentemente, f é continua em todos
os reais.

5

a) f(x) =4 — x?;mostras que f é continua em [—2, 2].
* Primeiramente vamos definir o dominio da funcao f.
D(f)={x€eR|4—x%=0}

Analisando a expressdo quadratica 4 — x?, temos:

———————— (—2)++++++++(‘)———————— (4 —x?)
* Logo, D(f) ={x&%|—2 <x<2}
Dizemos que uma funcio f é continua num intervalo fechado [a, b] se,e somente
se,
* f é continua no intervalo aberto (a, b),

1) f(a) e f(b) existem;

2) lim f(x) e lim f(x)existem;

x—-at x—b~

3) limy_+ f(x) = f(a) e lim,_,,- f(x) =
f(b)

* Usando esta informacao, temos:
1) f(=2)=J4—-(-2)2=V4—4=0=0.
f@=y4-@)2=Vvd-4=V0=0.
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2) Jim, f6) = lim 4 =7 = |[lim (4=x1) = | lim 4~ lim
=J4-(-2)?=v4-4=v0=0.

Jim G = Jim 4= = [lim (4= x) = [Jim 4= Jim 22 = 4= @) =
Vi—4=+o=0.

Df(-2) = lim f() e f(2) = lim f).

* Portanto, f é continua no intervalo fechado [—2,2].

b) f(x) = x* —5x% + 7x — 9. provar que existe um nimero real c tal que
f(c) =100.

* f(0) =03 —-5.02+7.0-9=-09.

* £(10) = 103 = 5.10%2 + 7.10 — 9 = 1000 — 500 + 70 — 9 = 561.

* Como f é uma funcido polinomial e continua no intervalo [0, 10], e ainda,

f(0) < f(c) < f(10),podemos garantir pelo Teorema do Valor Intermediario,
que existe algum ntimero real ¢ € (0,10) tal que f(c) = 100.
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4.2 22 Avaliacao-17 de Abril de 2009

1.
t+ At) — Q(t 200(30 —t — At)? — 200(30 — t)?

" 200[900 — 60t — 60At + t2 + 2tAt + At? — 900 + 60t — t?]
1m =

At—0 At

_ 200[—60At + 2tAt + At?] ~ 200At[—60 + 2t + At]
lim = lim =
At—0 At At—0 At
Algm0 200[—60 + 2t + At] = 200(2t — 60) = 400(t — 30)

~v(t) =400(t —30) -» v(10) = 400(10 — 30) = 400(—20) = —8.000 litros/min
* 0 sinal negativo indica a perda de liquido, o que acontece de fato, ja que
tratasse de um escoamento.
v _AQ  Q(10) —Q(0) 200(20)2 — 200(30)? ~200(400 —900)

média T Ar T 10-0 10 B 10 B

200(—=500) . .
— 0 = —10.000 litros/min ..

2. xy*+ \/x_y = 2 ;reta tangente no ponto em que y = 1.

* Obs: \/x_y existe para xy > 0,com y = 1 temos, portanto,x > 0.
* Paray = 1, temos:
X+Vx=2-Vx=2—-x-x=Q2—-x)2>x*-5x+4=0

x> —=5x+4; A=25—-16 =09.

5+3
x=T—>x=4oux=1.

* Portanto, temos os pontos (1,1) e (4,1). No entanto, note que o ponto (4,1) nio
pertence a curva! Logo, temos como solucido o ponto (1, 1).

—Por derivacdo implicita, temos:

1
2 4 2xyy' + ——=(y +xy') = 0
y vy ZMJ’ y

)
2,/xy

)
2xy) _—(2y*\xy +y).

X

y'- [ny +
2,/xy

X - )
2xy + —— 4xy/xy + x
Y 2,/xy
* Calculando y'no ponto (1,1):
, —2+1) 3
- 4+1 5

* Equacdo da reta tangente no ponto (1, 1):
Y= Yo =m(x —x,)

3
y-l=-c(x-1
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_ 3.8
Y="5*"5y

3.f(x) = x? + 1; retas tangentes A f que passam pelo ponto (1, 1).
* Dado um ponto e coeficiente angular da reta, temos a equagao da reta:
Y= Yo =m(x —x,)
* Onde m é coeficiente angular da reta, dado pelo valor de f'(x) no ponto de
tangéncia x = a, e (x,,Y,) 0 ponto pertencente areta.Logo,
Y — Yo =mx —x,)
y—1=f(a)x-1)
* Para x = a,temos f(a) =y = a* + 1.Com isso,
a’+1-1=Qa)a—-1)
a’ = 2a* — 2a
a’?—2a=0
a(a—2)=0
a=0oua=2

* Para a = 0 temos f'(0) = 0.Logo, a equagio da reta tangente é:
y—1=0(x—-1)
y—1=0
y=1

* Para a = 2 temos f'(2) = 4.Logo, a equagio da reta tangente é:

y—1=4(x—-1)

y—1=4x—-4
y=4x -3
4,
flx) = 2tg(senx?) equagio da reta normal no ponto em que f(x) = 1.
otg(senx®) — 1 _, ptg(senx®) — 70 _ tg(senx3) =0.
senx3 =0 ou senx® = m (ndo possui solucgio!)

senx3=0-x=0.
* Portanto, o ponto em questao é (0, 1).
—Sejamu = x3,v=senu ,z=tgv ey = f(z) = 22.
* Pela Regra da Cadeia:

d
% = f'(x) = (3x2) - (cosu) - (sec®v) - 27 - In(2)
F'(x) = 3x2% - (cos x3) - (sec(sen x3)) - 2t8(senx?) . 1n(2)
f'(0) = 0.
* f'(x) é o coeficiente angular da reta tangente no ponto. 0O coeficiente da reta

normal é o inverso simétrico, ou seja,
1

fx)
* Como temos f'(0) = 0, ou seja, uma reta tangente horizontal em x = 0,a reta
normal neste ponto é uma reta vertical, que se apresenta na forma:
X =X,
x=0.

m, =
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-1-2x, x<-1,
fx) = X}, —-1<x<1,
X, x>1

* f é uma funcdo sentencial composta por fungdes polinomiais e, portanto,
continuas e dif erenciaveis em seus dominios, ou seja, temos que f é continua
e derivavel em (—o,—1) U (—1,1) U (1, +0).
* Vamos verificar se f é dif erenciavel nos pontos onde ha mudanga de sentencga,
ouseja,emx =—1lex =1.
—Primeiro verificamos se f é continuaemx = -leemx = 1:
DfED=(CD?=1
2) xlirplf(x) ranalisando os limites laterais, temos:

: —_ T 2 _ 2 1.
Jim fG) = lim 2% = (-1)2 = 1;
xl_%r_r}_f(x) = xl}_q_(—l —-2x)=—-1-2(-1)=-1+2=1.

. xl_i)rzllf(x) =1.

3) lim f(x) = f(-1);
* Portanto, f é continua em x = —1.
D) =1*=1.
2) lin} f(x) ; analisando os limites laterais, temos:
X—
A SO0 = i x =
lim f(x) = lim x? =12 = 1.
x-1" x-1"
~lim f(x) = 1.
x-1

3) lim f(x) = £(1);
* Portanto, f é continua em x = 1.
* Obs: f é continua nos reais!!!

* Seja x + Ax < —1, entao temos:
flx+ Ax) — f(x) y —1—-2(x+ Ax) — [-1 — 2x]
= lim

1= i

Ax Ax—0 Ax
o —1—-2x—-2Ax+1+ 2x . —2Ax
lim = lim = —
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
*Seja — 1 < x+ Ax < 1, entao temos:
o) = 1 flx+Ax)—f(x) i (x +Ax)? —x* . x? + 2xAx + Ax* — x*
f1x) = Aalcr—r>10 Ax B A;lcrllo Ax N Aalcr—r>10 Ax
o 2xAx+ Ax? | Ax(Qx +Ax)
= lim ——— = lim —— = lim (2x + Ax) = 2x.
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0
* Seja x + Ax > 1, entao temos:
) = 1 f(x+Ax)—f(x)_l_ (x+Ax)—x_l_ Ax
f1x) = xS0 Ax vt Ax T amS0Ax
—Com isso, temos uma expressao para f'(x) definida da seguinte forma:
-2, x < -1
flx)=42x, —1<x<1
1, x>1
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* Analisando a diferenciabilidade de f em x = —1, temos:
.1 =2(-1)=-2

f_(=1)=-2

—Logo, f é derivavel em x = —1.

* Analisando a diferenciabilidade de f em x = 1, temos:
f.=1

fl_(1)=2.(1) =2

—Logo, f ndo é derivavelem x = 1.

* Portanto, f é derivavel em (—o,1) U (1, +).
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4.3 22 Avaliacao-18 de Abril de 2009

1.
* Encontrar as assintotas horizontais ao grafico da fungao f,dada por:
3x2 4+ 2
X) = ———
f&) 4x + 6

Dizemos que a reta y = a é uma assintota horizontal se ocorrer um dos casos
a seguir,
lim f(x) =a ou Ilim f(x)=a
X—>—00

X—+00
3x2 42 V3x2 42
: : 3x2+2 x| . Vx?
RSl R vy R R vy i
|x] X
2 . 2 : 2 . .2
e gm s m(ed) msimd avo
Am 6 6y L 6 . 6 4+0
try Jtim(evg)  m (a3)  limoadlm g
V3
=
* Obs:se x » +o,entdo |x| = x; |x]| = \/?
—Logo,aretay = e é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
V3x2 + 2 V3x2 42
: _V3x24+2 |x| : Vx?
* xl—l>r—noof(x) - xl—l>r—noo 4x + 6 - xl—l>rzloo 4x + 6 - xl—l}zloo 4x + 6 -
|x| —X

2 . 2 : 2 . . 2
Prg gmfsel Jim (542)  [im 3+ im %

lim = = = =
T ang m (-4-) m (-4-Q) Jim(-4)- fim 3
V3+0 V3
—4-0 4
*x Obs:se x » —oo,entdo |x| = —x; |x| = \/?

V3 . s

—Logo,aretay = — e é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

2

cos(x + y) = y; equacgio da reta tangente no ponto (/2 ,0).
* Por derivacao implicita, temos:
—(1+y)sen(x+y) =y’
y'-[1+sen(x +y)] = —sen(x +y)
, sen(x + y)
y= 1+sen(x+y)’
* Calculando o valor de y' no ponto (n/2,0):
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, sen(m/2+0) sen(m/2) 1 1
Y= 1+sen(n/24+0)  1+sen(n/2) 141 2
* Logo, a equagdo da reta tangente no ponto (r/2,0) é:

y-0=-3-3

2 2
_ 1 +TL’
y=73*7%

3. Determinar o valor de a tal que f seja derivavel em x = 2.
-9 x<2

f()_{ —1, x=2

* Primeiro encontraremos o valor de apara o qual f é continua em x = 2.
DfR)=2.12)?%*-1=8-1=7.
2) lirr% f(x); analisando os limites laterais, temos:
X—
lim f(x) = lim(2x? -1)=2.(2)?-1=8-1=7,
x—-27F x—-2%
111?_ f(x) = lir?_(ax —9) =2a-9.
X— X
* Para que limite em x = 2 exista, devemos ter a seguinte igualdade:

Jim S () = lip @)

7=2a-9
2a =16
a=28
* Para a = 8, f é derivavel em x = 2? Devemos verificar!

fx)— f(Z) . 2x2—1—7_. 2x2—8__ 2(x2—4)_

s (2)_1 = m, X—2  ak x—2 = Jim, x—2
2(x—2 x+2

2+( x)( )—11m2(x+2)—2(2+2)—2(4)—8

x— —

; f() f(2) _ 8x-9-7  8x-16 8(x—-2)
f@=ln T T T T T
11m8—8.

xX—27

Como f', (2) = f'_(2) temos, portanto, que f é derivavel em x = 2 para a = 8.

4,
a)
d 1+ senx 1
dx|.]1—senx 1—senx x € (0,m/2)
1+ senx

* Obs: para o intervalo dado, temos que > 0.Dessa forma,podemos

1—senx
modificar a expressao do radical,de modo a facilitar as contas.Veja:

l+senx [1+senx (1+senx>_ (1+senx)2_ (1+senx)2_1+senx
1—senx .1—senx \1+senx/ . 1—sen?x cos2x  cosx

—Dessa forma, temos:
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d 1+ senx _ d [1+senx]
dx|J1—senx| dx| cosx 1’

dx| cosx cos? x cos? x
1+senx 1+senx (1+ senx) 1
cos2x 1—sen?x (1+senx)(1—senx) 1—senx

L d 1+ senx d [1+senx] 1
% B — —_— = — = 3
099, dx|./1—senx dx|l cosx 1 —senx

b) f(x) = e'8Vsen* ;. determinar f'(x).
x Sejamu =senx,v =+\u,z=1tgv ey = f(2) = e~
—Pela Regra da Cadeia, temos:

dx  dx du dv dz

Y _ iy = (L. o
e f'(x) = (cosx) (2\/5) (sec®v)-e
f'(x) = (cosx) - 2\/51eTx. (sec?vsenx) - gtgVsenx
5.
2—t
s(t) = ——; determinar v(t).

2+t

(& 4 A8) — 5(O) 2—t—At 2-—t

ey o SEFA) —sWO) . 2FtF At 2+¢E

A L R VI . T

R+)2-t—-A)—-Q2+t+A)2-1)
Q+t+A)R2+0)

AI%LHO At -

. 4 — 2t — 20t + 2t — t? — tAt — (4 — 2t + 2t — t* + 2At — tAt)

AES0 A2+t +ADQ2 +0) B
—4At —4 4

li = 1li = — .
MM+ E+ADCZ+ D) A2 +t+AD)2+0) (2 +0?2

V(t) = —m.

d‘1+senx] cosx-cosx — (1 +senx)(—senx) cos?’x+senx + sen?x
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4.4 32 Avaliacao-16 de Maio de 2009

1.
a) S = nR* + nRg (férmula da 4rea total do cone)

* Lembremos que g* = h* + R* .. g = h? + R2.
S(h) = mR? + mR+y h% + R? ; quando o cone sofre uma pequena variagio Ah,
com o raio R constante temos que AS = ds.

Rh
S'(h) = —

N

AS =~ S'(h).dh
nRh
AS =~

~ ————.Ah
N

b) Encontrar os valores maximos e minimos locais e absolutos de
x?, -1<x<0

f(x)_{z—xz, 0<x<1
* Primeiramente vamos calcular o valor de f nos extremos do intevalo e no
em que ha mudanga de comportamento da funcio, ou seja, calculemos f(—1),
f@)ef(1).
«f(-1) =(-1)?=1
*f(0)=2—-02=2-0=2.
*f(1)=2—-12=2-1=1.
Procurando os nimeros criticos de cada sentenca de f,temos:
—Para a primeira sentenga:
f'(x) =2x;f'(x)=0-2x=0 ~x=0.
* Note que x = 0 ndo pertence ao dominio da primeira sentenca. Logo,nao
ha nameros criticos em f no intervalo (—1,0).
—Com isso, temos que f(—1) é maior valor de f no intervalo [—1,0).
—Para a segunda sentenga:
f'tx) =-2xf'(x)=0--2x=0-~x=0.
* Para x = 0,temos f(0) = 2.

Por diferenciais, temos:

* Comparando todos os valores encontrados, temos entdo que f(0) é o valor
maximo absoluto e local, f(—1) é o valor maximo local no intervalo [—1,0) e
f (1) é o valor minimo local no intervalo [0, 1].

a) j_x( a? — x? + a - arcsen (Z)) = % [m] + % [a . arcsen (g)] _
1(—296) ! +a 1 _ (1) I 1 _

-
x 1 x a a—x

+ ] =
Va2 — x? Jaz—xz Va2 —x2 Vaz—-x2 <a?-—«x2
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b) f(x) = xsenh(x*) . determinar f'(x).
Inf(x) =1In xsenh(x?)

In f(x) = senhx?-Inx

* Por dif erenciagdo logaritmica temos:

f_ . 2y . 2.1
00 = (2x) - (coshx*) - Inx 4+ senh x .

f') =f(x) [(Zx) - (cosh x?) - In x + senh x2 %]

f'(x) = xsenh(x?) [(Zx) - (coshx?) - Inx + senh x? %]

3.
) Vx+1 determi ,
a)y = ; determinary’;
Y (x+2)Vx+3 Y
l VYx +1
n
Y= (x +2)Vx+3

Iny=InVx+1—-1In(x+2) —InVx + 3
1 1
Iny =§ln(x+ 1) —In(x + 2) —Eln(x+ 3)

* Por diferenciacdo logaritmica, temos:

y 11 1 1 1

y 3 x+1 x+2 2 x+3

y o1 1 1

y 3(x+1) (x+2) 2(x+3)
1 1

Y ‘y'[3(x+1)_(x+2)_2(x+3)

Vx+1 [ 1
(x+2)w/x+ 3(x+1) (x+2) 2(x+3)

<

b) f(x) = log;(x* — senx) ; determinar f'(m/2).
* Sejamu = x> —senx ey = f(u) = logs u;
—Pela Regra da Cadeia, temos:

dy du dy
4 dx dx du "
dy = f'(x) = (2x — cosx) - In3)
1
f'() = (2x = cosx) (x%2 —senx).In(3)
ven 2x —Ccosx
[t = (x? —senx).In(3)
2(t/2) — cos(m/2) T—0 4

*fi(m/2) =

(/2% = sen(n/2)). In(3) (nTZ B 1) In(3) BTG,



4,
raio da esfera considerando a camada de gelo ér = 4 + x ,onde x é a espessura
da camada de gelo.

dx
x Se P —10cm3 /min , determine I quando x = 2cm.
4 dv
V(x) = §n(4 +x)3 > V'(x) = = 4rt(4 + x)%;
* Logo,
av._dv dx
dt  dx dt .
X
—10 = 2.,
0=4n(4+x) T
dx 10

dt A(4 + x)?
* Quando x = 2cm, temos:

dx B 10
dt  4mn(4 + 2)2
dx _ 10
dt ~ 4mn(36)
dx 5 )
- 7om cm/min

5.

a) f(x) =2+ (x — 5)*;mostrar que 5 é um nimero critico,mas que f(5) nio
maximo nem minimo local.

* Um nlmero critico de uma funcao f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) = 0ou f'(c) nao existe.

* f'(x) = 3(x — 5)?; fazendo f'(x) = 0, temos:
ffx)=0-3(x—-5?%=0.x=5.

—Logo,5 é um nimero critico!

* Dizemos que f(c) é o valor maximo local se f(c) = f(x) nas proximidades de c.
Note que f(5) = 2.Para x > 5, temos que (x — 5)3 > 0 e, portanto, f(x) > 2.Logo,
f(5) ndo é maximo local.

De modo similar, temos:

* Dizemos que f(c) é o valor minimo local se f(c) < f(x) nas proximidades de c.
Note que f(5) = 2.Para x < 5, temos que (x — 5) < 0 e, portanto, f(x) < 2.Logo,
f(5) ndo é minimo local.

* Obs: Podiamos ter a conclusio acima analisando o sinal de f'(x).
++++++++++++ )+ +F++++H+ f/(X) =3(x —5)?

x Embora f'(5) = 0,0u seja, 5 € numero critico, temos que f'(x) > 0 Vx € R.
Como em x = 5ndo ha mudanga de sinal em f'(x) podemos concluir que f(5)
nao é maximo nem minimo local, é apenas um ponto critico!

b) f(x) = (x? — 2)?/3 ; encontrar os valores maximos e minimos absolutos no
intervalo [—1, 2].

* Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1) Os valores de f nos extremos do intervalo:

fED =((-1)2 =23 =(-D*3 =1
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f@)=@2*-2* =@ = V4
2) Os valores de f nos nimeros criticos.

* Um namero critico de uma funcao f é um nimero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe.

2 1
f'x) = §(2x)ﬁ

x*Temos f'(x) = 0emx = 0.E f'(x) nio existe para x = +\2 ; Como o intervalo
em questio é [—1, 2] entdo x = —/2 ndo pertence ao intervalo,restando como
ndmeros critico: 0 e V2.

f(0) = (0° = 2)*% = (=2)*/* = V4.
f(\/i) = ((\/E)Z - 2)2/3 =2- 2)2/3 = (0)2/3 - 0.

* Comparando os valores encontrados nas duas etapas concluimos que:
f(0) = f(2) é o valor maximo absoluto e f(\/?) é o valor minimo absoluto..
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Capitulo 5 2010

5.1 12 Prova-03 de Setembro de 2010

1.
. 5¢*—135  5(x*-27) . 5(x=3)(x*+3x+9)
a) St (x—3)% St (x—3)% i (x = 3)* B
135
1
- 5(x2+3x+9) N 4 . l 5x3 — 135
= o0 —_— .
lim, TEDE por definicio temos im, T ;

!
ot

1 1 1
oo (e o)
b) lim = lim —F—— = lim 7 = lim (xZ + 2) =
x-16 xZ _9 x—16 Xi— 2 x—-16 (xZ B 2) x-16
11m6x4+ lim 2 = Vi6+2=2+2=4.
x—)
2.
B X34 2x%+x
Y= 2+ 4x + 3)(x2 — 9)
x(x + 1)2
y =

(x+ D(x+3)%(x—3)
* Primeiro vamos definir o dominio da funcéo f(x) =y
D(f) =R—-{-3,-1,3}

—Assintotas:
* Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,

lim f(x) =t ou lim f(x) = to

x—-at x-a~

* Verificando nos pontos de descontinuidade da funcao, ou seja,em x = =3,
x =—1ex = 3, temos:
_3 4 -12
X (x +1)2 x(x + 1)?
llm f(x) lim
M (x+1)(x+3)? (x—3) x—— 3+(x+1)(x+3)2(x—3)
i i i i
-2 o+ -6 o+

* Obs:sex > —3%,x > —3entaox+3> 0.

—Logo,areta x = —3 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
K () = x(x + 1)2 i x(x+1)
)= I e DG +32G—3) o 32 —3)

xE%[x(x + 1) (e e Vs (O B B

Oim [+ 32 —3)] (-1+3)?(-1-3) (-4 -16
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l x(x + 1)? I x(x+1)
L e RO TR s Se s e
ngri—[x(“l)] . -1(-1+1)  -1(0) _©
im [ 4373 (-1+37(-1-3) @?(-4 -16

=0.

—Logo,areta x = —1 ndo é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
3 16 48
X (x + 1)2 x(x + 1)2
llm fx) = 11 ( ) = lim ( ) = 400
S+ D (c+3)2(x—3) Pt (x+1)(x+3)%(x—3)
T l T 1
4 36 o+ o+

* Obs:sex - 37, x >3 entiox —3 > 0.
—Logo,areta x = 3 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

* Portanto, temos as retas x = —3 e x = 3 como assintotas verticais.

* Horizontais: Dizemos que a reta y = a é uma assintota horizontal se ocorrer

um dos seguintes casos,

lim f(x)=a ou lim f(x) =a
x—>+oo X—>—00

1 o) = lim x3 +2x% + x . x3+2x% +x 3
) = I e T ax + )2 —9)  xl ¥+ 4x® —6x? —36x —27
0 0
T
x3(1+%+xi2) 1+926+Xi2
Jm 6 36 27\ 6 36 27"
(x+4-3-%2-%) s S
1 & Co T
T T 7
0 0 o
—Logo,aretay = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
l o) = l x3 +2x% + x . x3+2x% +x 3
) = I e T a + ) (2—9) e T 4x® —6x? —36x —27
0 0
T
(14243 1+2+5
lim X X = lim X X =0
X——00 4 6 36 27 X——00 6 36 27 '
Ty T T s ]
’ T T T
0 0 o
3.
2x + 5x — 3
f&) = 15

1
2x+3) x—5
f&) = (x+3)(gc—52))

* Definindo o dominio da funcao f temos:
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D(f) =R—{-35}
* Como f é uma funcdo polinomial racional e, portanto, continua em seu dominio
temos que f é continua em (—o0,—3) U (—3,5) U (5, +0).

* f é descontinua em x = —3 e x = 5, pois em ambos os casos f(—3) e f(5)
nao existem, pois,—3 e 5 ndo sdo do dominio da funcao.
—Analisando o tipo de descontinuidade que ocorre em x = —3, temos:

1) f(—3) ndo existe!!!

1 1 1
2 +3) (x - 3) 2(x-3) 2(=3-3) 7
2) lim f(x) = lim = lim = = -
x—-3 x>-3 (x+ 3)(x —5) x--3 (x —5) (-3-5) 8
*x Portanto, lim3f(x) existe!l!
x—o—

* Neste caso, dizemos que x = —3 é um ponto de descontinuidade removivel!

—Analisando o tipo de descontinuidade em x = 5, temos:

1) f(5) ndo existe!!!

2) ling f(x); neste caso devemos analisar o limites laterais!
X—

9
1

' _ 2(x+3)(x—%) . Z(x—%)
ORI N CET
o+
* Obs:sex - 5%, x >5entiox—5 > 0.
o
2(x+3)(x—%)_ hmZ(x—%):_oo

xllgl- fx) = JLI?- (x+3)(x—5) x5 (x—75)

* Obs:sex > 57, x <5entiox —5<0.
* Portanto, lin}; f(x) nédo existe.
xX—

* Neste caso, dizemos que x = 5 é um ponto de descontinuidade infinita
(quando os limites laterais ndo existem).

4.g(x) = 1 — x?%; equacdes das retas tangentes que passam pelo ponto (2,0).
* Dado um ponto e o coeficiente angular da reta temos a equagdo na forma:

Y= Yo =mx —x,)
,onde m é a inclinagio (coeficiente angular) da reta e (x,,y,) um ponto da reta.
* 0 valor de m é determinado pelo valor da derivada de g no ponto de tangencia.
glx + Ax) — g(x) lim 1—(x+Ax)%>—(1—x%)

m=g'G) = fim,

Ax Ax—0 Ax
o 1—x?=2xAx—Ax?—1+x?* =2xAx—Ax* Ax(—2x — Ax)
lim = lim ———— = lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
lim (—2x — Ax) = —2x.
Ax—0
* Logo,m = —2x.

—Lembremos que existem pontos da curva g(x) que pertencem as retas que
estamos procurando. Logo, dado um ponto pertencente a g,ele é da forma
(x,1 — x2).Com essas informagdes, temos:
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Y= Yo =m(x —x,)
y—0=m(x—2)
1—-x2-0=(-2x)(x—-2)
1—x%2=-2x%+4x
x> —4x+1=0
A=16—-4 =12
44112 4+2V3

> > —>x=2+\/§oux=2—\/§;

X

x Para x = 2 +/3,temos m = —4 — 2/3 . Logo, a equacio da reta é:
y—0=(-4-2V3)(x-2)
y=(-4-2V3)x + (8 +4V3)
x Para x = 2 —+/3,temos m = —4 + 2v/3.Logo, a equacio da reta é:
y—0=(—4+2V3)(x-2)
y = (—4 + 2\/§)x + (8 - 4\/§)

5

a) f(x) =+x? —1;encontrar f'(x) e determinar seu dominio.
* Dominiode f: D(f) ={x e Rlx < —1oux = 1};

f(x+ Ax) — f(x) JEx+ax0)2—1-Vx2 -1
m = lim -

fix) = Alalc—>0 Ax Alalc—>o Ax
. Jx+Ax)2—1-vVx2 -1 (\/(x+Ax)2—1+\/x2—1)
im - =
Ax=0 Ax (\/(x +Ax)2 — 1+ Vx2 — 1)
_ (x+Ax)2—1—(x2-1) x4 2xAx+Ax?—1—-x%2+1
m = 1Im =
220 px (VG + AT =1+ VP —1)  20ax (G + A2 -1+ VxZ = 1)
_ 2xAx + Ax? _ Ax(2x + Ax)
lim = lim =
Ax=0 Ay (\/(x +Ax)2 —1+Vx2 — 1) Ax=0 Ay (\/(x +Ax)2 — 1+ Vx2 — 1)
_ (2x + Ax) 2x X
lim

2220 (G + Ax)2 — 1+ VaZ — 1) 22 —1 V-1
* Dominio de f'(x): D(f') ={x e R|x < —1oux > 1}

D)yx*=x>*+5->x>—x2+5=0;

* Seja f(x) = x3 — x? + 5 e vamos calcular f(—2) e f(0):
f(=2)=(-2)%-(-2)?4+45=-8—-4+5=-7;
f(0)=03-02+5=0—-0+5=5.

* Como f é uma funcio polinomial e, portanto, continua em [—2,0] , e ainda,
f(=2) <0 < f(0),podemos garantir pelo Teorema do Valor Intermediario que
existe algum numero c € (—2,0) tal que f(c) = 0.

* De tal modo que c é nimero cujo quadrado é igual ao seu cubo mais cinco.
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5.2 12 Prova-04 de Setembro de 2010

1.
] 1 . 1-vx+1 ] 1—-+vVx+1 1++vVx+1
a) lim <———>=hm ——— | =1lim . =
=0 \xvx+1 X/ x20\ xvx+1 =0\ xvx+1 1++vVx+1

. ( 1—[x+1] >—l' < —x )_
0 \xVx F1(1+ Vi 1)) *o\wxFI(1+vx 1))
. -1 ~ -1 e S|
i («m@ n m)> TR I(1+v0+ 1) Vi(1+vi) 2

by lim— =1im(%)3_23:lim(W—Z)(W+2§/§+4):

x—>83{/§—2 x—8 3{/}—2 x—8 (3{/_—2)
lir%(W+2W+4)=i/?+23&/§+4=4+4+4=12.
xX—

2.
B X
Y VxZ+x—12
X

Y \/(x+4)(x—3)
* Dominio da fungio f(x) = y:
D(f)={x€eR|x?>+x—12 > 0}
—Com isso,temos: D(f) ={x E R|x < —4 oux > 3}

* Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,

lim f(x) =+ ou lim f(x) = to

x—-at x-a~
* Verificando se ha assintotas nos pontos de descontinuidade da funcao:em
x=—4ex=3.
Obs: como o dominio de f esta definido para x < —4 nao faz sentido calcular
o limite lateral direito. Portanto,sé podemos calcular me}r f(x).

-4
1

-
X
lim f(x) = lim ———== —
A 760 = Im Va2 +x — 12
N— o
1
ot
* Logo,areta x = —4 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

Obs: como o dominio de f estd definido para x > 3 nao faz sentido calcular
o limite lateral esquerdo. Portanto, s6 podemos calcular lirgl+ f ().
X—

3
T

-
li = lim ———==
xh3 < er§1+sz +x—12 e
1
ot
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* Logo,a reta x = 3 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,
lim f(x)=a ou lim f(x) =a
X——00

X—>+00
x x
X i
lim f(x) = lim ————== lim Lz lim ——*X — =
x>t XxotoyxZ 4 x =12 xXo+eyx2+x—12 x>t VxZ4+x—12
|x| Vx2
1 lim 1 lim 1
llm — X—+00 — X—+00 —
x>+ / 1 12 . 1 12 . .1 .12
1 1 1

Vito-0 vi 1
* Obs:se x > + ,entdo |x| = x. |x| =+/x?
—Logo,aretay = 1 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

X x
X x
lim f(x) = lim —————== lim ¢= lim ——2%— =
x——co xo-04x2 £ x —12 xom0yx2 4 x—12 X20-©yx2 4 x —12
|x] Vx?
-1 lim —1 lim —1
11 _ X——00 — X——00 —
X==00 1 12 : 1 12 : .1 .12
trgmge Jm f1eg=gE [ 1 tim g im 2F
-t -t -t
Vi+0-0 V1 1
* Obs:se x > + ,entdo |x| = x. |x| =+/x?
—Logo,aretay = —1 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
3.
x*+ax+b, x <2
2x* 4+ 4x — 16
fG) =1= , 2<x<5
xX“—x—2
bx 4+ 2a + 1, x=5

* f é uma funcao sentencial composta por fungdes polinomiais e, portanto,
continuas em seus dominios. Com isso, para quaisquer valores de a e b ja temos
que f é continua em (—,2) U (5, +). Analisando a segunda sentenga, uma
funcao polinomial racional, temos:
2x2+4x—16 2(x?+2x—-8) 2(x+4)(x—2)

9(x0) = x2—x—-2 (x=-2)x+1) (x-2)(x+1)
—Logo,D(g) = R—{-1,2};
* Como esta sentenca predomina no intervalo aberto (2,5),temosx —2 # 0
para qualquer x € (2,5).Logo, podemos reescrever a segunda sentenga da
seguinte forma:

2x* +4x—16 _ 2(x +4)
x2—x—-2  (x+1
* Como x = —1 e x = 2 ndo pertencem a esta sentenca, temos que f € continua
em (2,5).Logo, f é continua em(—o,2) U (2,5) U (5, + ).
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* Vamos verificar as condi¢cbes para que f seja continua nos pontos onde ha
mudanga de comportamento da funcao.

x* + ax + b, x<2
2(x+4)
X)={ ——, 2<x<5
f(x) i D x
bx 4+ 2a + 1, x=>5

—Emx = 2:
DfR)=2°+a@)+b; f(2)=2a+b+4.

) _ o 2t 2244 _20) 12
2 im fQ =l ey = D -3 3
3) Jclirgl+f(x)=f(2)=>4=2a+b+4 =>2a+b=0 ()

—Fmx =5:

D FG)=b(B)+2a+1; f(5) =2a+5b+1.

o i 2D 26+ 29 _18_
) m =M "G "6 "6
3)}}l1§1_f(x)=f(5)=’3=2a+5b+1=>2a+5b=2(1[)

* Com equacoes I e 11, temos:

{2a+b=0 {2a+b=0 11
- > b==;a=—-
2a+5b =2 4b = 2 2 4
1
*Coma=—z eb=§temosquefécontinuaemx=Zex=Se,portanto,fé

continua nos reais.

4,
1
a) f(x) = e g(x) = x*; coeficiente angular das retas tangentes no ponto
de intersecdo entre as curvas.
1
f(x)=g(x):>;=x2:>x3=1:>x=3\ﬁ wx =1

* Ponto de intersecdo: (1,1).
* 0 coeficiente angular das retas tangentes as curvas € o valor da funcao
derivada no ponto x = 1. Logo,

1 1 x — (x + Ax)

' o f(x+Ax)_f(x)_ . x+Ax x _ . x(x + Ax) _
f1x) = Alalcr—r>10 Ax B Alylczlo Ax B Alalcglo Ax B
y —x -1 -1 1
ety x(x + Ax)Ax 230 x(x +Ax) x(x+0)  x2

1

f'x) = 2 ') = 2= —1 (coeficiente angular da reta tangente a f)

1) = 1 glx+Ax) —g(x) . (x +Ax)* —x? " x% + 2xAx + Ax? — x?
g9'(x) = xS0 Ax = A% Ax = S0 Ax

o 2xAx+ Ax? | Ax(Qx +Ax)

= lim ——— = lim —— = lim (2x + Ax) = 2x.

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

g'x)=2x ; g'(1)=2.(1) =2 (coeficiente angular da reta tangente a g)

* Dado os coeficientes angulares de duas retas o angulo a formado entre elas é
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dado pela seguinte expressao:

m; —m,
tga =

1 + m1 " mz
* Onde, m,; e m, sdo os coeficientes angulares das retas, que sao os valores de
f'(1)eg'(1).Logo,

t a_‘ /() - g'(D)
S T B TIGh)
o -1-2
tg“‘|1+(—1)-(2)

-3
e = |_—1|

tga =3 .~ a = arctg(3)

b) Suponha que f seja continua em um intervalo fechado [a, b] e seja N um
nimero qualquer entre f(a) e f(b),onde f(a) # f(b). Entdo existe um nimero
cem (a,b) tal que f(c) = N.

5.
f(§)=lx2—4l
x*—4, x<—-2o0ux=2
f(x)_{—(xz—él), -2<x<?2

* Seja Ax tal que x* + Ax — 4 > 0;

* Consequentemente,para x < —2 ou x = 2 temos:

flx + Ax) — f(x) i (x +Ax)?> —4— (x> —4)
= lim

1= o,

Ax " Ax-0 Ax
X2+ 2xAx+Ax?—4—x*2+4  2xAx+Ax?  Ax(2x + Ax)
lim = lim ———— = lim ——= =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

lim (2x + Ax) = 2x.
Ax—0

* Seja Ax tal que x> + Ax — 4 < 0;
* Consequentemente,para — 2 < x < 2 temos:
flx + Ax) — f(x) i —(x+Ax)*>+4—(—x?>+4)
= |llm =

1= o,

Ax Ax—0 Ax
o —x?=2xAx —Ax?+4+x*—4  —2xAx—Ax?  Ax(—2x— Ax)
lim = lim —— = lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= Alimo(—Zx — Ax) = —2x.
X—>

Logo,uma expressio para ' é:

, 2x, x < -2 ou x>2

f(x)_{ —2x, —2<x<2
* Com isso, temos que f é diferenciavel em (—o0,—2) U (—2,2) U (2, +).
Vamos verificar se f é derivavelemx = —2eem x = 2:
—Emx =-2:
fl_=2)=2.(-2)=-4. ; [ (-2)=-2.(-2)=4
* Logo, f ndo é derivavel em x = —2.
—Emx = 2:
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flo@=-2=-4 ; [,2=202)=4

* Logo, f nao é derivavel em x = 2.

* Portanto, f é diferencidvel em (—o0,—2) U (—2,2) U (2, +0).
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5.3 22 Avalia¢ao-07 de Outubro de 2010

1.

x2+y2=2 e y=x?;

1) A intersegdo entre as curvas:

* Obs:note quey = x> >y > 0,Vx € R.

* Substituindo y = x? na expressao da curva, temos:

x*+yt=2
y+y?=2
y*+y—-2=0
A=1+4+8=9
-1+3

y = > »y=1louy=-2

— Lembre da observagao acima! Logo,y = 1 é a solugao do sistema.

* Paray = 1, temos:
y=x2-sl1=x2osx=+Vlex=1lex=-1.
* Pontos de intersecao: (—1,1) e (1,1).

2) Retas tangentes a curva x* + y* = 2 nos pontos de intersecio.
* Por derivacgdo implicita, temos:

2x +2yy' =0y = ——;

y
* No ponto (—1,1):
, (1) 1 1
Y =TT T

—Equagio da reta tangente no ponto (—1,1):
y—1=1(x—-(-1))
y—1=x+1
y=x+2
* No ponto (1,1):
1

r—_Z =1
Y 1

—Equacio da reta tangente no ponto (1, 1):
y—1=-1(x—-1)
y—1=—x+1
y=—x+2
3)Intersecdes entre as retas, e a intersegdo das retas com o eixo x:
—Intersecao entre as retas:
XxX+2=—x+2->2x=0->x=0.
Parax =0,y = 2. Ponto (0, 2).
—Intersecdo com o eixo x (y = 0):

y=x+2 y=-x+2
0=x+2 0=—x+2
X =-2 x =2

* Pontos (—2,0) e (2,0)

4) Area do triangulo formado entre as retas e o eixo x:
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Area = %b.h = %(2 —(-2).(2)=4uA

2.
5x+2
a) f(x) =———=~; determinar f'(0).
tg (X +Z)
(5.e5%%2) tg (x + %) — (e°**2).sec? (x + %)
10 = L
g (x+3)
(5.e50%2) g (0 + %) — (e°9%2),sec? (0 + %)
£1(0) = _
th (0 + Z)
2 T _ 2 ur2 (T
_ 5.e .tg(4) e“.sec (4)
2 (T
tg? (7)
_ 5.ef1-—e%2
1
f'(0) =5e?—2e% =3e?.
1 t
b) lin%(l—Zx)x ; tomet=—2x > x = —5; sex > 0entaot - 0.
X—

1 2 17172 17172
. _ -_— — . —— — . _— — . -— — _2
lim(1 - 2x)7 1t133n(1 +6)77 = lim [(1 + t)t] [1;3&(1 + t)t] e?.
1 1

* Obs: lim (1 + —) =e,ouainda, lim(1 + x)x =e.

n—-oo n x—0
3.
a) f(x) =x™"®: x>0 e h(1) =e. Encontrar f'(1).
* Por diferenciacdo logaritmica, temos:
Inf(x) =Inh(x) Inx
f'(x)  h'(x) 1

= ‘Inx +Inh(x)-—
ORI SR

f'e) = f()[

e ) ‘Inx + Inh(x) %l

1
f'(x) = xmh@. ‘Inx + Inh(x) - —l

h'(x)
h(x)
e €
f'(1) = 1nh@® [h(l) In1+Inh(1)- l
f’(1)=1lne-[ @ 0+lnel

ff()=1-10+1]

ff)=1
b) f(x) =1 ; mostrar que F®(x) = % ;

1 6 24
frlay=-7; f'k )— P = f(4)(x)=x_5_

* Note, que as derwadas impares possuem o sinal negativo; o denominador é
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uma poténcia de x que cresce na forma (n + 1); o numerador apresenta a
seguinte sequéncia: 1,2, 6,24 ... que ao prestar atengio é a ordem dos n! (fatorial)
Dessa forma, temos:
(-D)™.n!
f™0) = T
— Mostrando que essa expressao é valida,tomemosn=1en = 2.
* Paran = 1, temos:

, Dt 1
O =—Fmm =5
* Paran = 2, temos:
, (-D220 2
fO=—"mg"=3

* Logo, a expressao condiz com os resultados e, portanto, é verdadeira!
4.
a) y = arccotg(2*) ;retatangente em x = 0.

s

* Para x = 0,y = arccotg(1) = T
I 9x. =

y' =27 ( 1+ sz)

y'(0) =2°-1n(2) - (-

y'(© =@ (~3)

)

2
(0) = ~In@? ou y'(0) = In—
'(0) =—=1In(2)2 ou y'(0) = In—
g g 7z
I8
* Equacdo da reta tangente em (0, Z)
n_l 1( 0)
y—z=h > x
el 1+TL'
y=x n\/E 2

b)y =cos(3x) ; yW +my=0;determinar m.
y'=—=3sen(3x) ; y" =-9cos(3x) ; vy =27sen(3x); y® = 81cos(3x).

81 cos(3x) + m.cos(3x) =0 - cos(3x)[81+m] =0
*8l+m=0 ~m=-81.

5.
. sen(x*-1)  sen(x*—-1) x*+x+1  sen(x*-1)
R e T T - T B
. sen(x3 —1) A .
SimTeop imetxtd);

* Obs: s6 podemos dizer que o limite de um produto é o produto dos limites se
esses limites existem!
—Calculando o limite do primeiro fator, temos:

sen(x3 —1)

Im—=—3 ; facamos 6 = x3—1,entiosex - 1,0 > 0.Logo,
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. sen(x®*—1)  sen(f)

1 k-1 650 6

—Calculando o limite do segundo fator, temos:
lin}(x2+x+1) =lirr%x2+limx+lirr%1 =124+1+1=3.
X— X— X—

x—1

* Portanto,

sen(x3 — 1) sen(x3 —1)
lim———————=lim—————— xlim(x?+x+1) =1x 3 =3.
x-1 x—1 x-1  x3 — x-1

~ cos?’t—1 _  —sen’t sent ~ —sent
b) lim ———— = lim ———— = lim (— - sen t) = lim X lim sent

t—-0+ t t-0t t t-0+ t-0t t t-0t

=—-1x0=0.
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5.4 22 Avalia¢ao-08 de Outubro de 2010

" sen(lnx) I sen(lnx) 1 I sen(Inx) _

a) A Inxz 1 20nx 2 41 Inx

* Facamos a substituicaolnx = 0 e,se x - 1 entao 8 — 0.Logo,
sen(lnx) 1 = sen(d) 1 1

1
2 Ty 2 m T T2l
b) f(x) = n*8%; determinar f'(x).

* Sejamu = x.tgx ey = f(u) ="

Pela Regra da Cadeia, temos:

dy du dy
dx dx du
dy , 5
T f'(x) = (tgx + x.sec” x) - % - In(1r)
f'(x) = (tgx + x.sec? x) - w*8* - In(m)
2.
a)x?+y?=4; retax+y=2.
* Coeficiente angular da reta em questdao:y = —x + 2. m = —1.
* Encontrar os pontos da curvar x*> + y*> = 4onde y' = —1.

—Por derivacao implicita, temos:

X X
2x+2yy’=0—>y’=—; ; y’=—1:>—;=—1 LX =y

* Substituindo a expressao x = y na curva, temos:
X2+x2=4-2x>=4->x>=2->x=+2

—Portanto, os pontos onde a reta tangente é paralelaareta x +y = 2 sao

0s pontos (\/f \/E) e (—\/E, —\/E).

b) x* —log?(y + 1) = 0 ; equacio da reta normal no ponto (1,9).
—Por derivacgao implicita, temos:
1
2x — 21 +1)-y"- =0
x = 2logy + 1y oy a0y

_x-(y+1)-In(10)

log(y + 1)
* Calculando o valor de y' no ponto (1,9):
, _1-(9+1)-In(10) _ 10.In(10)

4

= = = 10.In(10
Y log(9 + 1) log 10 n(10)
* Logo, o coeficiente angular da reta normal é:
1 1
mn = —_— =

y’ ~ 10.1n(10)
—Equacio da reta normal no ponto (1,9):

y—9= (x—1)

10.1n(10)
X

= - 91 ] d ’
Y= " 10.m(10) T T0.m(0y T oM Hinda
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—x +90.In(10) + 1
10.In(10)

y:

3.

a) f(x) = (x? + 1) ; determinar f'(x).
Inf(x) = cosx - In(x? + 1)

* Por diferenciacdo logaritmica, temos:

f'(x) 2x

= (—senx) - In(x®>+1) + cosx -

J705) x2+1
fre0) =f0)- [(— senx) - In(x* + 1) + cos x - xzzi 1]
f'(x) = (x% + 1)c0sx . [(— senx) - In(x* 4+ 1) + cosx - xzzi 1

b) f(x) = e?* ,mostrar que f(0) + f'(0) + f"(0) + -+ f™(0) = 2"+ — 1.
* Vamos calcular os valores de alguns desses termos:

f(0) =e%=1.

fl(x) =2.e** > f'(0) =2.e° =21 =2.

f'"(x) =4.e** > f"(0) =4.e° =41 = 4.

f"(x) =8.e** > f""(0) = 8.e° = 8.1 = 8.

—Logo, temos a seguinte sequéncia : (1,2,4,8, ...)

* Como n indica a ordem da derivada, vamos analisar a sequéncia a partir de
f'(0),ou seja, a sequencia (2,4,8, ...).

* Essa sequéncia é uma progressdo geométrica derazaoq =2 e a; = 2.

A soma dos n primeiros termos dessa P.G é dada pela expressao abaixo:

_ a;(1—q™)
_21-2m)
L )
S, =—-2(1-2"
S, =21 -2

* Note que esta soma é referente a sequencia (2,4,8, ...), falta somarmos a f(0).
Logo,
£O) + £'(0) + f(0) + -+ f(0) = S, + f(0)
FO+£ )+ ")+ -+ f™0O)=2""-2+1
OO +£(0)+ f"(0) + -+ f®(0) =21 -1

4,

1
a) f(x) =y & f~1(y) = x;mostrar que [f* ()] = e
* Sabemos que f 1 o f(x) = x . Aplicando a Regra da Cadeia, obtemos que

(Y (F) /60 = Ldai YD) £/ = 12 (D) = 7

b) f(x) = Vx — 1 ; usando o item anterior!
= Invertendo a funcao:

y=fx)=Vx—1=x=f"1(y) =y*+1.4ssim,(f 1) (y) = 3y°.
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1

Sabemoslque FH'(y) =1m. Logo,
3y? = ]Tx)_) f'(x) = 37 ;Mas,y = f(x) 1= Vx — 1.Assim,
f'(x) = Yo o1

5.
y = e~ a8X s retq tangente no ponto em que x = a.
* Intersecio da reta com o eixo x é (b,0). Mostrar que b = a* + a + 1.

1)Parax = a,temos y = e~ 8% ponto de tangencia (a, e~ 38 %)
2) Inclinagio da reta (y'(a)) :

yr - _ 1 . p—arctgx
1+ x2
y’(a) — 1 . e—arctga
1+ a?

3) Equagio da reta tangente no ponto (a, e~ 28 4);

T . e—arctga(x _ a)

* Obs:ndo é necessario arrumar a equacao da reta! Lembre que a intersegao
com o eixo x se daemy = 0 no ponto (b, 0).Substituindo na equacio, temos:

_e—arctga(b _ a)

y — e-arctga — _

0 — e—arctga — _

1+ a?
—e—arctga — __ 1 . e—arctga(b _ a)
1+ a?
1= b —
1+a2( @)

1+a’=b—a
~sb=a*4+a+1
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5.5 32 Avaliac¢ao-12 de Novembro de 2010

1.

a) y = e®'3% ; equagio da reta normal em x = 0 e a intersegdo com o eixo x.
y' = 3.sech?(3x) . et &hGx)

y'(0) = 3.sech?(0).eh©®

y'(0) = 3.1.e°
y'(0) =3
* Logo, o coeficiente angular da reta normal é:
1 1
m, = — = — —
"y
—Equacao da reta normal:
y = y(0) = my(x - 0)
y —et8h® = __x
1= 1
y = 3%
=—= 1
y 3 x+

—Intersecdao com o eixo x (y = 0):

1
0= —3x +1- 3*= 1. x=3. Intersec¢io (3,0).

b) f(x) = senh(x) ndo pode possuir mais de uma raiz real.

* Vamos supor que f tenha duas raizes a e b,com f(a) = f(b) = 0com a # b.
A funcgio seno hiperbdlico é uma fungio continua em [a, b] e diferenciavel
em (a, b).Pelo Teorema de Rolle, existe algum x € (a,b) tal que f'(x) = 0.
f'(x) = cosh(x).Sabemos que a fungido coshx > 1Vx € R e, portanto,nio
possui raiz real. Consequentemente, temos que f(x) = senh(x) nao pode
possuir mais de uma raiz real.

2.

* A 4rea de um circulo decresce a taxa de 1m?/s.

—Determinar a taxa de decrescimento da area de um quadrado inscrito neste
circulo.

— 2, — 712
1) ACirculo =TT AQuadrado =1

— 2
* AQuadrado = 2r
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dA.

= 1m?
It m<°/s
dA dA dr
dt dr dt
1=2 dr
=2mr-—
dr 1
dt  2mr
— Usando essa informacdo com a expressao da area do quadrado, temos:
dA, dA, dr
dt  dr dt
dA, 4 1
fh_2
e _Z.2
dt nm /s

2
* Portanto, a area do quadrado decresce a taxa de —m?/s.
/[

3.

a) Seja f uma funcdo que satisfaga as seguintes hipdteses:
1. f é continua no intervalo fechado [a, b];

2. f édiferenciavel no intervalo aberto (a, b);

Entdo existe um numero c em (a, b) tal que

b) —
o = LD /@

b) Mostrar que 2 arcsen(x) — arccos(1 — 2x?) = 0, para todo x tal que |x| < 1.
* Obs: esse item possui um equivoco!

2 arcsen(x) — arccos(1 — 2x2) = 0, para todo x tal que 0 < x < 1.

* Provaremos isso no decorrer da resolucao!

— A questao faz referéncia ao corolario citado a seguir:

"Se f'(x) = g'(x) para todo x em um intervalo (a, b), entdo f — g é constante
em (a, b);isto é, f(x) = g(x) + c,onde c é uma constante."

* Considere f(x) = 2arcsen(x) e g(x) = arccos(1 — 2x?) , entdo temos:

f(x) —gx) =0,ou ainda, f(x) = g(x) + 0 (em concordancia com o corolario)

1) Quando o enunciado afirma para todo x tal que |x| < 1, quer dizer que
—1 < x < 1.Vamos analisar o dominio das fungdes f e g, primeiramente.
D(f)={xeR|—-1<x<1},ouainda,{x € R||x| <1}
D(g)={xeR|—-1<1-2x*<1}
* Resolvendo a inequacao em g, temos:
-1<1-2x*<1
—2<-2x*<0
1<x*<0
-1<x<1
x| <1
* Temos D(f) = D(g).
2) Fagamos a igualdade f'(x) = g'(x).
f'x)=9"(x)

136



2 _ (—4x)
Vi—x? J1—(1-2x2)?

2 _ 4x
V1—x2 V1-—1+4x%—4x*
1 _ 2x
V1—x2  V4x2 —4x*

1 _ 2x
Vi—-x* J4x*(1—x%)
1 _ 2x
V1 —x?2 2|x|V1—x?
1 x
V-2 hVi-x2
* Agora,observe a igualdade com atencao!
1 x x
= S —=1
Vi—x2 |xV1—-x2 I«

*x Assim, temos: |x| =x = x =>0.
—Logo,para x > 0 temos 2 arcsen(x) — arccos(1 — 2x%) = 0 e, como o dominio
das fungoes se restringeem — 1 < x < 1, entdo

2 arcsen(x) — arccos(1 — 2x2) = 0,paratodo x tal que 0 < x < 1

4. f(x) = |x? — 8x + 12| ; Determinar os maximos e minimos absolutos e locais
no intervalo fechado [0, 5].

x> —8x+12=(x—2)(x —6);

+++++++(%) ————————— (g)++++++x2—8x+12

* Com essa andlise, temos:
x> —8x+12, x<2o0ux=>6

f(x)_{—x2+8x—12, 2<x<6

* Logo, uma expressdo para f'(x) é :
f,(x)z{Zx—S, x<2o0ux>6
—2x + 8, 2<x<6

—Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:
1) Os valores de f nos extremos do intervalo:
f(0)=02-80+12=0-0+12=12.
f(5)=-52+85—-12=-25+40—12 = 3.

2) Os valores de f nos nameros criticos pertencentes ao intervalo:

* Um namero critico de uma funcao f é um nimero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe.

—Analisando as sentencas de f'(x), temos:

2x—8=0->2x=8.:x =4

Obs: x = 4 ndo pertence ao dominio desta sentencga!

—2x+8=0 - 2x =8 -~ x = 4. (pertence ao dominio da sentenga!!!)

* Portanto,x = 4 é um numero critico de f.
f(4)=—-42+84—-12=-16+32—-12 = 4.

—Vamos verificar se f'(2) existe, pois x = 2 é um ponto, no intervalo [0, 5],
onde hd mudanca de comportamento da funcao.Logo,
fl(2=22-8=4—-8=—4
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fl.(2)=-22+8=-4+8=4
* Logo,nao existe f'(2) e, portanto, x = 2 é um nimero critico de f.

£(2) = 0.

3) Com a analise das etapas 1 e 2, concluimos que:

f(2) é o valor minimo absoluto e local;

f(0) é o valor maximo absoluto;

f(4) é o valor maximo local;

* Obs: f(5) ndo é nem maximo nem minimo local, pois ocorre no extremo do
intervalo.

5.
r = 20cm ; Estimar o volume da esfera para r = 20cm + 0,1cm.

V=’
377.'7"

Sobre diferenciais temos:
dV =V'(r).dr e AV =V(r+dr) —V(r)
Sabemos que em diferenciais dV = AV, entdo:
Vir+dr)=V(@)=V'(r).dr
Se queremos V(20 4+ 0,1) temos que r = 20 e dr = 0,1, logo:
V(20 +0,1) — V(20) = 4m.(20)%(0,1)

4
V(20,1) — 5m(20)* = 47+ 400- 0,1

320007
V(20,1) = 1607 +

324801
V(20,1) = 3 cm
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5.6 32 Avaliacao-13 de Novembro de 2010

1.
2 2

O A
elipse: 16+ 3 =1 ;parte do ponto (0,3).

Quando a diregao positiva do eixo y faz um angulo de 45° com a reta que
passa pelo corredor e pela origem, temos que a equacao da reta que descreve
esse momento éaretay = Xx.

* Encontrando a posicao do corredor nesse instante, temos:

x +x2 1 - 25x% = 144 + 144 _ 12
—_ —_—= - = - = _—
1679 x x 25 5’

dx
* A taxa com a qual o corredor se afasta do eixo y nesse instante é pri 16m/s

* Como x e y estdo em fungao do tempo, podemos escrever a equacao da elipse
da seguinte forma:
x()? | y@®)?
6 9
* Derivando implicitamente, obtemos:
2.x(t).x'(t) N 2y(0).y'(t) 0

16 9
x():-16 __y(0.y'®

1

16 ?
o - YOYO
12 %-y’(t)
L

__Y®
1 —d 9
y'(5) == = ~9m/s

* 0 sinal negativo expressa que o corredor se aproxima do eixo x!

2.
a) f(x) = cosh(x) e g(x) = senh(2x) ;encontrar a abscissa da intersegao.
cosh(x) = senh(2x)
cosh(x) = 2 senh(x) cosh(x)
cosh(x) [1 — 2senh(x)] =0
* Assim, temos o seguinte sistema:
cosh(x) =0
{1 — 2senh(x) =0’
* A primeira sentenca nao possui solucio real, pois cosh(x) = 1,Vx € R.
1—2senh(x) =0
e —e _

= — - = X __ X —
senh(x) 7~ 3 2:>e e 1

x Seja e* = y,ecomisso,y > 0,Vx € R.
e¥X—e™*=1

—-X
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1
7y
yi-1=y
y2—y—1=0
A=1+4+4=5
14++/5
Y=
1++/5
=)

xy=e* - x =In(y) .'.x=ln<

b) y =Inx ; existe reta tangente paralela areta que passa por (1,0) e (e,1)?
* Considere o intervalo (1, 2).
* Coeficiente angular da reta:
Ay 1-0 1
M= e—-1 e-1
—Como y = f(x) =Inx é uma funcdo continua em [1, e] e derivavel em (1, e),
pelo Teorema do Valor Médio existe algum c € (1, e) tal que

o fe—-f1) 1
file) = e—1 e—-1
* Queremos saber se este numero ¢ € (1,2) tal quef’(c)=e_1 ?
== @)=
=1 ;C Cx fie T e—1
f(c):zze_l.'.C:e—l

* Note, que o valor (e — 1) € (1,2).Logo, existe um ponto c = e — 1 tal que

a reta tangente nesse ponto é paralela a reta que passa por (1,0) e (e, 1).

3.

f(x) = 2sen(x) + cos(2x) ; determinar os valors maximo e minimos absolutos
e locais, no intervalo |x| < m,ou seja,—m < x < .

x Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1) Os valores de f nos extremos do intervalo:

f(—m) = 2sen(—m) + cos(—2n1) =20+1=0+1=1.
f(m) =2sen(m) + cos(2n) =20+1=0+1=1.

2) Os valores de f nos nameros criticos pertencentes ao intervalo:
* Um namero critico de uma funcao f é um numero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe.

f'(x) = 2cos(x) — 2sen(2x)
f'(x) = 2cos(x) — 4sen(x) cos(x)
f'(x) =2cos(x)[1— 2sen(x)]

Lrn 2cos(x) =0 cos(x) =0
flx)=0- {1 —2sen(x) =0 - {sen(x) =1/2"’

() =0:x=—-Zex=z;
Cos(x) = U & X = Zex—z,
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T
sen(x) = 'ng e x=—;

E .

* Calculando o valor de f nos nimeros criticos, temos:

(- %) = 2sen (- g) +cos(—m) = 2(-1) + (-1) = -2 —1 = -3,

im0

> =25en(g)+cos(n) =2+ (-1)=2-1=1.
)= 2e() reos(F)=2(3) +(5) =13 =3

s etapas 1 e 2, concluimos que:

w
~—

o

Q

T
f (— E) é o valor minimo absoluto;

5t
) =f (?) é o valor maximo absoluto e local;

) é o valor minimo local;

a) estimar o valor de '\/e usando diferenciais.
A fungdo original para o calculo é:

— X . ! — X
fx)=e*; f'(x)=e
1
Dos valores préximos a e10, temos como valor conhecido e

Logo, queremos f(0 + 0,1).
Sobre diferenciais temos:
dy = f'(x).dx e Ay = f(x + dx) — f(x)
Sabemos que em dif erenciais dy = Ay, entao:
flx+dx)—f(x) = f'(x).dx
Se queremos f(0 + 0,1) temos que x = 0 e dx = 0,1,logo:
f(0+0,1) —f(0) =e®(0,1)
£(0,1) —e® = 1.(0,1)
1

elo =0,1+1
Re =111

0

b) f(x) = esinh(**-1) . determinar (D).
F'(x) = (2x) - cosh(x? — 1) - esinh(x*~1)
f'(1) = 2 - cosh(0) - ¢Sinh©®

fl()=21-¢°
fl(H=2-1-1
F(1) =2

5,

a) Enunciar o Teorema de Rolle;
Seja f uma funcdo que satisfaca as seguintes hipOteses:
1. f é continua no intervalo fechado [a, b];
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2. f édiferenciavel no intervalo aberto (a, b);

3.f(a) = f(b)

Entdo existe algum c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

b)
is
sen(x), se 0<x<-—
2
f(x) = 2 T
——x+ 2, se - <x<m
T 2

1) Mostrar que f(0) = f(m);
f(0) =sen(0) =0

f(n)=—%.n+2=—2+2=0.
Logo, f(0) = f(m).

2) Uma expressao para f'(x):
T
cos(x), sel0<x<-=
' 2
f'(x) = 2 T

-—, se =<x<m
T 2

T T
xf'(x)=0=>cos(x) =0~ x = 5 No entanto,i ndo pertence ao dominio da
sentenga.Logo,ndo existe ¢ € (0, 1) tal que f'(c) = 0.

—Por que isso nao contradiz o Teorema de Rolle.Vejamos:

1) f é continua no intervalo fechado [0, ]?

* f é uma funcao sentencial composta por uma funcao trigonométrica e uma
fungdo polinomial e, portanto, continuas em seus dominios. Logo, temos que f

T T
é continua em (0, E) U (E' n) .Vamos verificar se f é continuaemx = n/2.

([ (s
1.1)f(5)=sen(z)=1;

1.2) i = li - 2_2712_12_1
2) lim, f(x) = 1r7g+(—;x+ )——; S+2=-1+2=1

x5 x5

2 2 T
lim_ flx) = lirTrT1+(sen(x)) = sen (E> =1.

X—= i
2 x_)z

* Logo,lim f(x) =1

x>

. 2 7T - 7 7 n
1.3) limf(x) = f (E) ; Assim, f é continua em x = >
x—>7

* Com isso, f é continua em (0, ).
1.4) Verificando a continuidade de f nos extremos:

f(0) = sen(0) =0;
xlirglJr flx) = xlir(1)1+(sen(x)) =sen(0) =0

2
f(n)=—;.n+2=—2+2=0;

2 2
lim f(x) = lim (——X+2)=——.7‘[+2=—2+2=0.
X X T T
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* Como f(0) = xli)rgn+ f(x) e f(m) = xlir?_ f(x) ,temos que f é continua no

intervalo fechado [0, rt].

2) f édiferenciavel em (0,1) ?

s s
* Pela expressao de f'(x) temos que f é diferenciavel em (O, E) U (—,n).
Vamos verificar se f é diferenciavel em x = m /2.

Fo(3)=cs(3)=0

, (T 2
3=z
Como f'_ (g) *f', (g) ,temos que f ndo é diferenciavel em x = %

* Portanto, f ndo é diferenciavel em (0, 7).
* Por isso, 0 fato de ndo existe um c € (0,m) tal que f'(c) = 0 ndo contradiz
o Teorema de Rolle.
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5.7 42 Avalia¢ao-10 de Dezembro de 2010

1.
1 1 In(cos x) . In(cosx)

a) lim(cos x) /x2 = lim en(cosx) f lime »2 = er% 2

x—0 x—0 x—0
* Calculando o limite do expoente usando a Regra de L'Hbspital:

sen x
_In(cosx) . “Gosx . —tex sec? x sec? 0 1
e My Ty T ==y
Assim, temos:
. 1/2_ li ln(cozsx)_ _l_ 1
lim(cosx) /x2 = ex>0 xZ2 = 2=—
x—-0 \/E
sen(x — 1)

. _Inf[cos(x—1)] = “cos(x—1) .. tglx—1) . sec’(x—1)
b) lim 7y = im s = lim e = lim—

xX—> — e x->1 __ = el x->11 il xX—

1—sen (2 x) > COS (2 x) > COS (2 x) ~ T sen (7,5)

_osec’(1—-1) sec’0 1 4

1 sen (D) oo_m _mt n

7 -sen (5 ) 7

dem {
I

3cm { }

3cm 3cm

* [lustracao do problema!

* Sejam b e | as dimensdes da cartolina, entao temos:

900
b.l =900cm? - 1 =

* A parte em que o texto serd impresso é dada pela expressao:
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A=(b-6)(l-8)
A=Db.l—-8b—6l+48
A=900—-8b—6l+48
A =—-8b—6l+948

5400
A=-8b— 5 + 948

5400
A(b) = —8b — 3 + 948

) 5400
A'(b) =-8+ 02
*x Fazendo A'(b) = 0, obtemos:
5400 5400
—8+—5—=0-b?=———b? =675 > b =675 = 15V3cm
90
* Logo,temos | = ——== 20V/3cm

15v3

* Analisando o sinal de A'(b) para comprovar se teremos a maxima area de
impressao:

_ 2
——————— (—13\/5)+++++++(15.\/5)————A’(b)=w
* Com essa analise, concluimos que temos um valor maximo absoluto em

b =15V3. Logo, obtemos a maior area impressa para as dimensoes
encontradas.

3.

x? . 8x oo 24x% 432
f(x)=x2_4+1;f(x)=—m ef (x)—m-
+++++++(2D)——————— (2)+++++ x*—4

* Dominio da fuﬁ(;éo: D(f) =R - {—’, 2}.
a) Intersecdes com os eixos coordenados:
* Como eixo y:

2
0) = +1=0+1=1. ponto (0,1).
02 -4

* Com o eixo x:

x2 2

x
f(x)=0—>xz_4+1=0—>x2

x2=2 .x=+V2 )
pontos: (—\/E, 0) e (\/E, O).

=—-1-x?=—-x*+4->2x*=4

b) Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,

lim f(x) =40 ou lim f(x) =40

x—-at x—a~
* Verificando nos pontos de descontinuidade da funcao, ou seja,emx = —2 e
emx = 2.
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4
T

. W= x? 1 " 2x% — 4 . 2x%2 — 4
= = = = —00
x—}£n2+f X x—}£n2+ x2 —4 x_}£n2+ x2—4 x—}g“L x2 —4

~——

o-
* Obs:se x - —2%, entdox > —2 e,portanto,x2 —4 -0
4
0

. . x? _ 2x% —4 o 2x%2—4
llrr; f(x) = llrr; +1)= lim = lim = +4o0
xXx—->=-2" xXx—->=2"

x?—4 x--2-\ x2 -4 x--2" x2 —4
i
ot
* Obs:sex > —27,entdox < —2 e,portanto,x2 —4 - 07
—Logo,areta x = —2 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
4

1

. _ x? Do i 2x% —4 _ 2x2 —4
xlgl*' fx) = xlg1+ x2—4 + s 4 L =t

x-2+ x2 — 4

T

0+
* Obs:se x - 2%, entdo x > 2 e,portanto,x* — 4 - 0"

4

1

. _ x? D= i 2x? — 4\ . 2x2 —4
xlgl‘f(x)_xlgl‘ x2—4+ s 4 ) = -

x-2-\ x2 — x-2- x%2 — 4
~————

o
x Obs:sex » 27 ,entaox < 2 e,portanto,x2 —4-50"
—Logo,areta x = 2 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a retay = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,

lim f(x)=a ou lim f(x) =a
X—>+00 X—>—00

2 _
2x% — 4 ek 2- 2 lim (Z_iz)
. . . X . X xX—+00 X
lim f(x) = lim = lim ———= lim = =
x—=+00 x>+ x2 —4 x>+ X% —4 x>k i lim (1 - i)
4 x2 XZ xX—+00 Xz
xgrpwz_xll)rpooﬁ=2_o=z=2
lim 1— lim & 1-0 1
xX—+00 x—+00 X 5 4
2 _4 2x —4 2-2  lim (2-%)
A T _ . X _ X _ x—>—o0 X _
lim f(x) = lim — lim — lim = =
X——00 x—>—00 X% —4 x—>—00 X% —4 X——00 1 i lim (1 _ i)
4 x‘2 .XZ X——00 Xz
lim 1— lim iz =01
X——00 x——00 X

—Logo,aretay = 2 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

146



¢) Crescimento e Decrescimento:

8x

fl(x) = =12

* Analisando o comportamento (sinal) de f'(x):

++++++++++(0)————————— (—8x)

++++ (= 2)++++¥++++(2)++++ (x* —4)?

++++(*2)++++(0)———(Z)———— f'(x) = —8x/(x* — 4)*
O O

* Da andlise acima concluimos que:

f é crescente em (—o0,—2) U (—=2,0) e

f é decrescente em (0,2) U (2, +)

d) Os valores maximos e minimos locais:

* Da andlise de f'(x) temos como nimeros criticos — 2,0 e 2 pontos onde
f'(x) = 0 eonde f'(x) nao existe.

* No entanto,x = —2 e x = 2 ndo pertencem ao dominio de f e, portanto,
x = 0 é o namero critico de f.

* Em x = 0, analisando f', temos um ponto de maximo local. Logo,

2
F0) = —

+1=0+1=1. pontode maximo local: (0,1).

e) Concavidades e Pontos de Inflexao:

oy 24x% 432
[0 = s

* Analisando o comportamento (sinal) de f" (x):
+++ttttt A+ (2422 +32)

tH++ () - —————— (2)+++++ (" -4)°

R ) R (D F++++ fr(n) =2
O O (x2-4)

* Da andlise acima concluimos que:
f possui concavidade voltada para cima em (—o, —2) U (2,+x) e
f possui concavidade voltada para baixo em (-2, 2)

* Os pontos de inflexdao ocorrem quando muda a direcdo da concavidade.

Nesse caso, f"' (x) muda de sinal em x = —2 e em x = 2. No entanto, esses
pontos nao pertencem ao dominio de f e, portanto,nao sao pontos de
inflexao.

—Logo, f ndo possui pontos de inflexao.

f) Esbogar o Grafico de f.
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4,

Q) f(x) = axe?™; f(2)=1ef'(2) = 0.

f(2) =2ae** =1 (I)

F'(x) = ae?” + 2abx?. eb**

f'(2) =a.e** +8ab.e*’* =0->a+8ab=0 ()
* Com isso, resolvemos o seguinte sistema:

{ 2ae*? =1 _){ 2ae*? =1

a+8ab=0  la(1+8b)=0"
1
— Da segunda equacao, temos as solugbesa = 0ou b = — 3 ; Note quea =0
1
nado satisfaz a primeira equacao. Logo,temos b = — 3
* Substituindo o valor de b na primeira equagao, temos:
1 Ve
26 2=1->2a—=1->a=—.
Ve 2

b) Area maxima de um triangulo cujo comprimento da base mais a altura é
2cm.
Db+h=2-b=2-h

1
2)A = Eb X h
*x Substituindo 1 em 2:
1 1
A =E(2—h)h—>A(h) ZE(Zh_hZ)

x Fazendo A’ (h), temos:
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A'(h) = %(2 —2h) - A'(h) =—-h+1

AMh)=0=>-h+1=0~h=1

* Analisando o sinal de A'(h) para comprovar se para h = 1 teremos a area
maxima, obtemos:

A (Do A(h)=-h+1

* Da analise concluimos que em h = 1 temos um ponto de maximo local e,
portanto, a &rea maxima.

1 1
A =52 - D) =u.A

* A dimensdes que nos da a area maxima éb = Icme h = 1cm.
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5.8 42 Avalia¢dao-11 de Dezembro de 2010

1.
In(e*+x) li In(e*+x)
a) llm (e* +x)/x = hm gln(e™+0)x — hr(r)1+e X = exot X
X—
* Calculando 0 llmlte do expoente usando a Regra de L' HOspital, temos:
e*+1 . X
In(e* + x X T o e*+1 llm(e +1)
m ¥ = lim &% = |

x—0+ x x—0+ x-0t eX +x hm (ex + x)
lime*+ lim1 co4pq 141 2

lim e* + lim x e°+0_1+0_1
x—-0% x—0t

* Com iSSo ...

1 i In(e*+x)
lim (e* + x)/x = exwo* * = e2,
x>0t

(W xd 1) (T xt1+x) _

b) lim (\/xz +x+1—x) = lim

b A (Vrxtitx)
x+1
x2+x+1—x2 _ x+1 _ [x]
lim lim = lim =
o (Vi txtltx) moviitatlitx ooV iatlitx
| x|
x+1 141 lim(1+%)
lim\/zix1 = lim - X = X2 — =
XooVxe+x + X X0 1 . ’
—_— ?-I-E 1+E+x—2+1 911_{210( 1+E+p+1>
. 1 . 1
amitimy it __1+0
f vi4+0+0+1
lim 1+1+1+lm1 \/llm1+11m1+11m1+11 +0+0+
X—00 X—00 X—00 x—)OO x—>oo x—)OO
1 _ 1 _1
Vi+1 1+1 2
3 Regra de L' Hospital I xtl t
* Se usarmos a Regra de Ospital na expressio lim , temos:
g x~onx2 4+ x+1+x
I x+1 I 1
im = lim ;
x—>oo1/x2+x+1+x X—00 2X+1 +1
2Vx2+x+1

* Se continuarmos usando o mesmo procedimento nao sairemos da indeterminacao.
* Mas, ao se prestar atencgdo, podemos calcular isoladamente o limite do termo
em destaque, que gera a indeterminacao. Logo,

2x +1 2x 4+ 1 1

2x+1 I X : 2+3
lim —————= lim = lim —— = lim —=——
oo xZ+x+1 @ 2xZ+x+1 e 2xZ+x+1 xow 1,1
SNr 2T 2 1+ +=
Xl V2 X x
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lim2+liml 240 2 2

X—00 X— 00 =2=1

1 2Vi+0+0 2V1I 2
V2

2Jlim1+ lim1+ lim

X—00 X—00 x—oo X
* Logo,
x+1 1 lim 1
lim = lim —>"3 = Tt 1 =
I S 3 ST
) . 2Vx?+x+1 x-024/x2 +x +1 x-
1+1 2

2.
a) f(x) = x|x| ; mostrar que (0,0) é um ponto de inflexdo, mas que f' (0) ndo
existe.

x?% sex>0
f(x)_{—xz, sex <0
, _( 2x, sex>0
f(x)_{—Zx, sex <0

2, sex>0

[0 = {—2, sex <0
* Dominio de f(x):

D(f) = R.

* Os pontos de inflexdao ocorrem quando muda a direcdo da concavidade. Em
outras palavras, quando ha mudanca no sinal de f"'(x). Note que essa mudanga
sedaemx = 0e,como x = 0 pertence ao dominio de f temos, portanto,um
ponto de inflexdo em x = 0, cuja imagem f(0) = 0.Logo, o ponto (0,0) é um
ponto de inflexdo de f.

* Da expressao de f" (x),em x = 0:

fr0)=2e f'_(0)=-2

* Como " (0) # f"_(0) temos que f'(x) nédo é diferencidavel em x = 0.
—Logo, nao existe f''(0).

b) y = \x ; determinar o ponto mais préximo do ponto (1,0).

* Dado um ponto pertencente a curva acima, temos (x,Vx).
* A distancia entre dois pontos é dada pela expressao:

d =/(t1 — )% + (71 — y2)?
—Substituindo os pontos em questao:
d=\/(x—1)2+(\/§—0)2
d=+x2—2x+1+x
d(x) =vx?2—x+1
2x—1
2Vx? —x+1

—Fazendo d'(x), temos:
d'(x) =
—Estudando o sinal de d'(x):

x2—x+1=0; A=1—-4=-3;
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*xComA< Q,oux®?—x+1>00ux?—x+1<0Vx €R.
*Sejax =0,entdo: 02—0+1=1.
* Portanto,x* —x+ 1> 0Vx € R.Logo,D(d") = R.

——————————— (1‘2)++++++++ (2x —1)

+++++t+t++ A+ 2Va2—x 41

2x—1
== — — — — (/2L L L L Lt Ll d(x)=——
A2+ ++% d'(0) =

* Da andlise acima concluimos que em x = 1/2 temos um ponto de minimo
local, que nos da o ponto mais proéximo de (1,0).

* Logo, 0 ponto mais préximo de (1,0) é:
1 1 1
y=+x—-y= 2 ponto: E'\/;

3.
1) Sejam x e y as partes cortadas do fio,entdox +y = 10m (I)

* Seja x o pedaco que formara o quadrado de lado "l", entao:
2

4]l = x > | =2 ; Assim,a drea do quadrado é: A, = 1?2 = 316—6;
* Seja y o pedaco que formara o triangulo equilatero de lado "a", entdo:
3a=y->a= % ; Assim, a area do triangulo é: A, = azf = y;\6/§;
* A expressdo do total de area que obtemos nesse processo é:
_X Y3
16 36

—Da equagio (I), temos y = 10 — x. Substituindo na expressio acima:
x2 (10 —x)%V/3

A =
=167 36
x2  (x% —20x + 100)V3
AX) =T+ 36
—Fazendo A'(x), temos:
Ay = & 10)v3
=38 18
, 9x + 4(x — 10)V3
A(x) = =
*x Estudando o sinal de A'(x):
403 , _ 9x+4(x—10)V3
—————————— o) +++++++++ A =20
o , 403
* Da andlise acima concluimos que em x = m temos um ponto de

minimo local.
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* Obs: note que estamos tratando o valor de x no intervalo fechado [0, 10].
x Pelo Método do Intervalor Fechado, temos:

02 . (10— 0)%2V3 100V3 25V3
= = m

= — — 2
A(0) = 16 36 - 36 9

102 (10 -10)%2V3 100 100 25

AQ0) =7+ 36 1 t0T g =™

* Com essas analises, concluimos que:

A(10) é o valor maximo absoluto.

* Com isso, temos:

a) Para obtermos a area maxima deve — se usar todo o fio para fazer o
quadrado. Devemos usar os 10m de fio para fazer o quadrado.

40+/3
b) A (—) é o valor minimo local e absoluto do intervalo [0,10]
9+ 43
L 40v3 .
x Logo,para x = ———— , temos:
gop 9+ 43
40V3 90

=10—x->y=10- = m
Y Y 9+4v3 9+43
* Com esses valores de x e y temos a area englobada sendo minima.

4,
x3 x3 — 3x? 6x

O =G F'@=G=p5s » ['®W=g-1s

* Dominio de f(x):

D(f) = R—{1}.

a) Intersecdes com os eixos coordernados:

—Como eixo y:
3

0
f(O) = m = I =0. ponto (0, 0)

—Com o eixo x:
3

X
f(x)ZO*m=0—>x3= ~ x = 0. ponto (0,0).

b)Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um

dos seguintes casos,
lim f(x) =40 ou lim f(x) =40
x—at x—a~

* Verificando no ponto de descontinuidade de f,ou seja,em x = 1:

t+++tt+++++ (D +++++++++ (00— 1)
A4
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1
T
~
3

X
hm flx) = hl+(x—)2=+oo
7
0+
xObs:sex - 1T, entiaox>1 =>x—-1>0.
1
1
e
xll)r{l_f(x) = 11m (x e = 400
D
0+

* Obs:sex > 1 ,entiox <1 =2x—-1<0;(x—1)2?>0
—Logo,areta x = 1 é uma assintota vertical.

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,

i im % im =~ tim o im 3= g
= = = —_— = = [ee]
im f@) = lim 52 2 it 20 — 2 xoteo 2 xoteot
x3 , 3x? ) x .
hm f(x) = hm = lim = lim — = lim 3x = —o0

(x 1)2 X——00 Zx — 2 X—>—00 2 X——00
—Lo go,nao exlstem assintotas horizontais ao grafico de f(x).

—O0bliquas: Dizemos que areta’y = ax + b é uma assintota obliqua se, somente
se,
lirll [f(x) —(ax+b)] =0
X—1T 00

x3 3x — 2
=(x+2)+

*f(x):x2—2x+1 x2 —2x+1

lim [fG) — (x4 2)] = lim —— = lim —— =
xllfoo[fx X lrJPoox2—2x+1 x—l>gloo2x—2_

—Logo,aretay = x + 2 é uma assintota obliqua(inclinada) ao grafico de f(x).
¢) Crescimento e Decrescimento:
X2

£1(x) = x3 3x3 (x 33)
x-1° (-1
* Analisando o sinal de f'(x), obtemos:
R e e e 1 e e e e el ke e e A
————————————————— (3 +++++ (x-3)
———————————— (DFFFPF+FF+++ (x—-1)°

F 44+t + () +HD ———(3) +++++ [l =22
® . (x-1)

«

—Da andlise acima, concluimos que:
f é crescente em (—o0,1) U (3,+x) e
f é decrescente em (1, 3).

d) Os valores maximos e minimos locais de f:
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* Calcular o valor de f nos nimeros criticos, onde ou f'(x) = 0 ou quando
f'(x) ndo existe no dominio de f.

* Da andlise no item anterior, temos como numeros criticos 0 e 3. Embora
f'(1) ndo existe, temos que x = 1 ndo pertence ao dominio de f e, portanto,
nao é um namero critico.

0) = o —O—O to (0,0)

f —(0_1)2—1—.;90710 ,0).

* Obs: f(0) é apenas um ponto critico! Nao ha mudanga em f'(x) em x = 0.

33 27 o
f(3) = m = T ponto de minimo local: (3'T>'
e) Concavidades e Pontos de Inflexao:
" 6x
EES

* Analisando o sinal de f" (x), obtemos:
—————————— (D+++++++++  6x
fr+t+++++++t++++++(D)+++ (x—D*

—————————— O+ +++HDF++ [0 =
& o xX—

—Da andlise acima, concluimos que:
f possui concavidade voltada para cima em (0,1) U (1,+o0) e
f possui concavidade voltada para baixo em (—, 0).

* 0s pontos de inflexdo ocorrem quando ha mudanga na dire¢do da concavidade,
nesse caso,em x = 0.
Ponto de inflexdo: (0, 0).

f) Esbocgo do Grafico:

155



5.9 Reavaliacao AB1-17 de Dezembro de 2010

1.
i -1 1- \/E
1-+vx 1-vx 1++vx
a) lim\/z = lim Vx = lim—\/— = lim vx . vx =
-1 1—x x211—x  x>1(1-—2x)Vx x—»l.(l_x)\/} 1+4+Vx
y (1-x) i 1 lim
m = 11m = =
11— (1+Va)Ve =1 (1+VaVx - lim[(1+Vx)va]
lim 1 lim 1 1 1
x—>1 x-1

lim(1 +vx) x limvx [liml + lim\/E] xlimvx [1+VINVI 2
x-1 x—-1 x—1 x—1 x—1

m-%_lim(m-%).(m+ VEVE T x + V5)
X

b) lim
x>0 X0 X (VG +x2+ V55 +x + V52)
y 54+x-5 I x
m = llm =
0y (Y07 + V5B +x+V52) 0 (G +x)7 + V55 +x + V5?)
) 1 1 1 1
lm p—vl — —_— .
=035+ x)2+ 3535 +x + V52 Y52+ 355+ 352 3352 3325
2.
3x, sex <2
f(x)=4ax+b, se2<x<5
—6x, sex =5

* f é uma funcao sentencial composta por fungdes polinomiais e, portanto,
continuas em seus dominios.Logo, temos que f é continua em (—o0,2) U (2,5) U
(5, +0).
* Dizemos que uma funcao f é continua no ponto x = a se, somente se,

1) f(a) existir;

2) lim f(x) existir;

xX—a

3) lim f(x) = f(a)

—Em x = 2,temos:

D) =3.(2)=6

2) illg f(x) ; Note que ,}H?- f(x) = f(2).Devemos, portanto, calcular o limite

lateral a direita de x = 2.
lim f(x) = lim (ax + b) = 2a + b.
x—2t x—-27t

3)xlir£1+f(x) =f(2) =22a+b=6 (I)

—Em x =5, temos:

1) f(5) = —-6.(5) = -30

2) ling f(x) ; Note que lirgl+ f(x) = f(5).Devemos, portanto, calcular o limite
xX— X—

lateral a esquerda de x = 5.

lirgl_ fx) = lirgl_(ax + b) = 5a + b.

xX—> X—

3) lirgl_f(x) = f(5) = 5a+ b =-30I)
xX—
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* Para que f seja continua em x = 2 e em x = 5 e, consequentemente, continua

nos reais, devemos encontrar a e b, tais que:

{ 2a+b=6 _){2a+b=6_){2a+b=6 sa=12eb = 30.

5a+ b =-30 3a =-36 a=-12
3.
2
a) f(x) = {Zxx—'l se;; fi 1 ; Determinar f'(x) e f" (x).

*Sejax +Ax < 1,com Ax = 0, consequentemente,para x < 1 temos:
flx+ Ax) — f(x) . (x + Ax)* — x? . x% + 2xAx + Ax? — x?
= lim

fe) = Alalcr—r>10 Ax Ax—0 Ax - Aalcr—r}O Ax
o 2xAx+ Ax? | Ax(2x +Ax)
= lim ———— = lim ——— = = lim (2x + Ax) = 2x
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

*Sejax +Ax > 1,com Ax = 0, consequentemente,para x > 1 temos:
flx+ Ax) — f(x) i 2x+Ax)—1—-(2x—-1)
m = llm =

f1) = Alylc—>0 Ax Ax—0 Ax
2x+2Ax —1—-2x+1 2Ax

lim = lim — = 2.

Ax—>0 Ax Ax—0 Ax

— Assim,uma expressao para f'(x) é:

N [2x, sex <1
f(x)_{Z, sex>1

* Obs: Como f'_(1) = f' (1),entdo f é diferencidvel em x = 1. Assim,podemos
escrever a expressao de f'(x) da seguinte forma:

ey (2x, sex <1
f(x)_{z, sex>1
*Sejax +Ax < 1,com Ax — 0, consequentemente,para x < 1 temos:
") = i flle+Ax) = f'(x) . 2(x + Ax) — 2x . 2x +2Ax — 2x
frx = Axs0 Ax = Ax0 Ax = b Ax B
I 2Ax 5
A:lcr—r>10 Ax
*Sejax +Ax > 1,com Ax = 0, consequentemente,para x > 1 temos:
f'(x + Ax) — f'(x) 2—-2 0
” e i = 1 = 1 —_— = i =
f (x) = Alalcr—r>10 Ax Alalcrllo Ax Alglcrllo Ax Alalcr—r}o 0=0

—Assim, uma expressao para ' (x) é:

" (2, sex<1
f (x)_{O, sex>1

* Obs: Como f"_(1) # f"”, (1) entdo ndo existe f"'(1). A expressdo de f"(x)
continua conforme mostrada acima.

b) f(x) = e84®) ; g(0) = 0 e g'(0) = 3. Determinar f'(0).
f'(x) = g'(x) - sec?(g(x)) - e'8lg)

f'(0) =4g'(0) - secz(g(o)) . ot8(9(®)

f'(0) =3 -sec?(0) - e18(0)

f'(0)=3-1-¢€°

f(0)=3-1-1
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f'(0)=3
4.,

1
a) f(x) =x5+3x3—-1;9'(f(x) = 103

—1éraiz da equacio x° + 3x3 + 4 = 0.

.Determinar g'(—5) sabendo que

1
* Da expressdo g'(f(x)) = e) ,em g'(=5) temos que f(x) = —5.Logo,
f)=-5=2x>+3x3-1=-5=2x>+3x34+4=0.
* Como — 1 é raiz da equagio acima, temos que f(—1) = —5 e, portanto, temos:
' -1 —
g'(f (D) D
(=5) =
7 1)
* f'(x) =5x*+9x2; f'(—1) =5.(-1)* + 9.(—1)? = 5+ 9 = 14. Assim,
1
g'(=5) = 12
cosx?-1
b) f(x) = (secx) x3+1 ;determinar f'(0).
| ()_cosxz—ll( )
nf(x)= e n(secx

* Por diferenciacdo logaritmica, temos:

f'(x)  (=2x.senx®)(x*® +1) — (cosx® — 1)(3x?) cosx?—1 secx.tgx

In(secx) +

f) (x3+1)2 x3+1 secx
f'(x)  (=2x.senx®)(x*® +1) — (cosx® — 1)(3x?) . cosx?—1 _
O o+ 12 n(secx) +—x3 1 tg x
f'(0)  (=2.0.sen0%)(0% + 1) — (cos 0% — 1)(3.0%) cos 0% —1
F0) - 0% + D2 -ln(sec0)+—03_|_1 “tg0
FO _0-0 11
o~ 1 M
O _ . O _ oSl o
70 ;,?0-)'_0 fsrol)(O;O, f(0) = (sec0) 03+1 =1 =1.
Logo, 7(0) =0- = 0 ~ f'(0) =0.
5. Determinar as assintotas horizontais do grafico de f(x),onde
x—3
r0 ==

—Dizemos que aretay = a é uma assintota horizontal se ocorrer um dos
seguintes casos,

lim f(x) =a ou lim f(x) =a
xX—+0 X——00
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x—3 x—3

x—3 |x| X
11m () = lim ——= lim ————= |lim —=—=
= O e =6 e Viiox o6 e Viov—6
| x| Vx?
1-3 lim (1—5) lim 1— lim >
11 X — X—+00 X — xX—+00 x—+00 X —
X—+00
1—1—% lim 1—1—% \/llm 1— lim E hmi2
X X x—>+00 X Xx x—+00 x—+0 X  x-+00X
1-0 B 1
Vvi—0-0 v1 1

* Obs: se x > +o0,entdo |x| = x; |x| = /x2.

—Logo,aretay = 1 éuma assintota horizontal ao grafico de f(x).

x—3 x—3
llm f(x) = lim L: lim Lz lim ——2X—=
o3 %6 eV —x 6§ VR —x 6
|x] Va2
143 lim (~1+3) lim —1+ lim >
lim X — _X2—®© — X——00 xX—+00 —
X——00 1 6 1 6 1 6
N xE_mJl“—x—z \/x‘imwl‘xlimmrxlimmp
1-0 1 1 _
Vi—-0-0 1 1
* Obs:se x » —oo,entido |x| = —x; |x| = x2.
—Logo,aretay = —1 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
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5.10 Reavaliagao AB2-17 de Dezembro de 2010

1. Em relacgdo ao cubo, temos as seguintes informagoes:

a ] dv )
* — = 6cm/s; Determinar — quando A = 24cm

dt dt
A=6a*A=24>6a’>=24=>a’=4:a=2cm.
% 3, & 3a?
=a’;, — = 3a°;
da
* Pela Regra da Cadeia, temos:
av._dv da
dt da dt
av (3a2)- 6
a
av 1842
ac - ¢
—Quando a = 2cm, obtemos:
av 72cm?3
—=18.(2)? =
I (2)
2.
Obs1: A remocao de duas semiesferas resulta em uma esfera Unica.
Obs2: A area total do cilindro. A, = 2nr? + 2nrh.
4 [ /
Obs3:Volumes em questdo.V, = nr’heV, = gm‘3. & Wi
Usando as informacgdes da questao, temos: e
14 — r?
2nr? + 2nrh=28n = r>+rh=14 ~ h= — e
0 volume do sdlido gerado é dado pela diferenca entre " “\‘
o volume do cilindro e o volume da esfera removida.
Logo, 0 volume do sélido é: -
,, 4 3nr?h — 4nr3 , 14 —-r%2
Ve =mnr“h — §nr3 = I = 3 temos ainda que h = entao:
2 3 14‘ - TZ 4
nri(3h —4r) T ) mr?(42 - 7r?) 5
Vs = = = .Comor > 0, entdo:
3 3 3r
r(42 — 7r?) n(42r —7r3) s ) ,
V i — Ve == V' (r) =§(42 — 21r®).; fazendo V'y(r) = 0

42 -21r2=0-21r2=42>1r2=25r =+2.
* Logo,parar = \/Ecm, temos o cilindro cujo volume é maximo.

3.
In( ) COS X . , .
n(senx cotgx — cossec® x
a) lim ———= = |lim —>&X __ — |jjp—2" — lip————— = — =
) X% (m — 2x)? x> —4(m — 2x) x> —4(m — 2x) x> 8 8
~ cosx—coshx = —senx—senhx
b) 11rr6 . = 11r% 7 = 11r%(— senx —senhx) =0—0=0.
xX—> xX— X—
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4. Mostre que:

a) f(x) = x1° + x5! + x + 1 ndo tem maximo nem minimo local.

* Se f é continua no intervalo (a, b) e f possui um maximo ou minimo local em c,
entdo f'(c) = 0.

f'(x) =101x°° + 51x5°0 + 1

f'(x) =0= 101x1%° +51x°° + 1 =0 = 101x19 + 51x°° = —1;

* Note que x'°° > 0,Vx € Re x°°,vVx € R.Portanto, f'(x) > 0,Vx € R.

* Como ndo existe c tal que f'(c) = 0, concluimos que f(x) ndo tem maximo
nem minimo local.

b h )_x2+1_
)cosh(lnx) = o 2
h(l )_elnx_l_e—lnx_x_l_%_x:1_x2+1
coshiinx) = 2 “T2 T2 T x
5

a) f(x) = ax® + bx?; f(1) = 2 ;ponto de inflexdo em (1, 2).

f()=a+b=2 ()

* Vamos analisar se ocorre mudancga de diregdo da concavidade de f em x = 1:

f"(x) = 6ax + 2b ;para que o ponto (1,2) seja ponto de inflexdo, nesse caso,

devemos ter f''(1) = 0. Assim,

f"(1)=6a+2b=0=3a+b=0 (II)

—Resolvendo o sistema:

{a+b=2 _){a+b=2
3a+b=0 2a = -2

* Assim, f"(x) < 0sex >1e f"(x) > 0sex < 1. Portanto, ha mudanga na

direcdo da concavidade em x = 1.Logo, (1,2) é ponto de inflexio.

>a=-1eb=23.

b)
2
x“—1, sex<?2
X) =
f() {7—x2, sex =2
* Determinar os extremos relativos absolutos no intervalo fechado [0.3].

—Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1) Os valores de f nos extremos do intervalo:
f(0O)=02-1=-1
f3)=7-32=7-9=-2

2) Os valores de f nos nimeros criticos:
* Um namero critico de uma funcao f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe.
—Fazendo essa anilise em cada sentenca de f(x), temos:

£1(x) = { 2x, sex <2

—2x, sex > 2

*f'(x)=0 22x=00u—2x=0 ~x=0.
—O0bs: x = 0 pertence ao dominio da primeira sentencga.
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f(0)=-1;

—Como f é uma funcao sentencial é recomendavel que calculemos os valores de f
nos pontos onde ha mudanga de comportamento da fungao, ou seja,em x = 2.
f2)=7-22=7-4=3,

* Com as andlises acima, concluimos que:

f(3) é o valor minimo absoluto e

f(2) é o valor maximo absoluto
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5.11 Reavaliagao AB2-17 de Dezembro de 2010

1.

% 5 /4 3 -2 -1 0 1 2 3 2\ 5 6
-1

Area do triangulo formado pelos pontos A(—2,0),B(3,0) e C (x,y) tal que

y=—Zx2+4,comy20=> x € [—4,4].
Suasc = 2bh = 2[3— (—2)] x y =2
aagc = 5P =5 y_zy

S =E(—lx2+4)
aasc =573

Como a fungdo Syapc é continua no intervalo fechado [—4,4], pelo Teorema do
Valor Extremo S assume um valor maximo absoluto S(c¢) e um valor minimo
absoluto S(d) em algum nimero ce d,comc,d € [—4,4].

Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1.0s valores de S nos extremos do intervalo:
51 1
S(—4) ==|—-=x(—4)? 4]=0
( )52[ X (07 +
1
S(4 =—(——><42 4)=0.
(4) >\ 72 +

2.0s valores de S nos numeros criticos em (—4,4)

"0 namero critico de uma funcao f é um nimero c no dominio de f onde, ou
f'(c) = 0 ou onde f'(c) ndo existe".

() = 5( 1 > _ 5
x) = > > x| = 4x
Como S é uma funcdo diferenciavel em R, se S possui um numero critico c,

entdo S'(c) existe e, portanto,S'(c) = 0 (Teorema de Fermat).

S'x)=0& —Zx =0~x=0€(—44)
S(0) = E(—lx 02 + 4) =10
2 4
Logo, o ponto (x,y) sobre a pardbolay = —%xz + 4 que, juntamente com os
pontos (—2,0) e (3,0) delimita o triangulo de maior area é o ponto (0,4).
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homem —_—

holofote

6m

d
Da questdo temos,— = 1,5m/s e queremos encontrar a taxa de

dt

rotagdo do holofote ("velocidade angular") quando d = 8m.

d d
Do triangulo temos: tga = g L a=arctg (E)

Como a e d variam com o tempo, podemos escrever:

d'(t)

O N -
a(t) = arctg (—— | entdo,a’(t) = ————.
)
36

L5 15
a'(t) = 6 5. Quando d = 8m temos: a'(t) = % -

(d() . ®

1,5 1,5
() =—C =8 22, 30 2 094

a'(t) = 1+ﬁ_@_?xﬁ_ﬁ_ ,09 rad/s

36 36
3.

1 1 _
sen= . ——77cos | cos = xl_l)rfloocos— cos 0
Cl) xl—1>rpoo arctg 1 - x1—1>r-l¥loo 1 . 1 - x_l)l’_{loo 1 ) 1 )
2 .
LS 14X lim _| T
X X xX—+00 1+ —
x2
_ 1 _ 1 _q
1
1 1 Inx li Inx

b) lim xx = lim e!™* = lim e x = ex>+x x ;

X—+00 X—+00 X—+00
* Calculando o limite do expoente, temos:

. Inx . x 1
lim — = lim == lim —=0.
x—+0 X x—+00 1 X—+00 X
* Portanto,
1 im ln_x
lim xx = ex>+0 x =0 =1,
X—+00
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4.

@) f() =~

existirem, no intervalo fechado [—4,—1].
* Dominiode f(x) : D(f) = R—{-3}.
* Note que temos um ponto de descontinuidade no intervalo [—4, —1].

2

s encontrar os valores maximos e minimos absolutos, se

* Vamos analisar a funcao nas proximidades de x = —3:
9 9
) )
~ ~
x? x?
lim f(x)= lim =—00 e lim f(x)= Ilim = 400
x—>—3" f( ) x-»-3"x+ 3 x——3% f( ) x-»-3"x+3
SN—— SN——
I I
0~ ot
—Assim,a reta x = —3 é uma assintota vertical ao grafico de f(x) de tal
modo, que [ assume valores infinitamente menores a esquerdade x = —3 e
valores infinitamente maiores a direita de x = —3.

Portanto, f ndo possui nem maximo e nem minimo absoluto no intervalo [—4, —1].

b)Verificar o crescimento e a concavidade da funcio f no intervalo [0,2m].
X
flx) = 37 senx ; f'(x) = 5~ cosx

* Vamos analisar a fungao cosx por quadrante!

12 Quadrante:

T 1 T T 1
Vxe[ §] cosx>E; Vxe[32 cosx < > ;

*ASSme(x)<OVxE[O—]ef(x)>0vxe[§_

22 e 32 Quadrantes :

v E[n 37'[] <0
X > ,cosx <0;

m 31
* Assim, f'(x) = 0,Vx € [5,7]

42 Quadrante:

Vx € [371 o ,C0Sx < — ! ; Vx € [S—H,Zn],cosx > 1

23 2 3 2
* Assim, f'(x) = 0,Vx € [— —lef'(x) <0,Vx € [?T[,Zn]
* Com essa analise, temos o se gumte comportamento para f'(x):
@©-—-=G)+++++++++++(F)----- (2m) f'(x) =3- cosx

) o
* Com isso, concluimos que:
f é crescente em (E,S—n) e f édecrescente em (O,E) U (S—H, 27‘[).
3'3 3 3

f"(x) =senx

f"(x)>0,vx e (0,m)e f"(x) <0,Vx € (m,2m)

* Logo, f possui concavidade voltada para cima em (0, 1) e f possui concavidade
voltada para baixo em (m, 21).
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5.

a) f(x) = 4x5 + 3x3 + 3x — 2 possui exatamente uma raiz real.
* Calculemos f(0) e f(1) :
f(0)=4.0°+3.03+3.0-2=0+0+0—2= -2,
f()=4+3+3-2=8.

* Assim,como f é uma fungdo polinomial e,portanto, continua nos reais, f é
continua no intervalo [0,1].E ainda, f(0) < 0 < f(1).pelo Teorema do Valor
Intermediario existe algum ¢ € (0,1) tal que f(c) = 0,0u seja, f possui uma
raiz real em (0,1).

* Suponhamos que f possua duas raizes reais c e b, tais que f(c) = f(b) =0,
comc # b.Como f é uma fungio continua em [c,b] e diferencidvel em (c, b),

podemos garantir pelo Teorema de Rolle que existe algum nimero x € (c,b)
tal que f'(x) = 0.

f'(x) =20x* +9x2 + 3

f/(x) =0=20x*+9x*+3=0>= 20x* 4+ 9x? = -3

— Note que 20x* = 0Vx € R e 9x? = 0 Vx € R.Logo, a equagio acima nio
possui raiz real e, portanto, f'(x) > 0 Vx € R.

* Portanto,ndo existe x tal que f'(x) = 0 e, consequentemente, f possui
exatamente uma raiz real.

b) Estimar senh(0,002) . Consideremos a fungio f(x) = senhx ; f'(x) = coshx
Dos valores proximos a senh(0,002) , temos como valor conhecido senh 0
* Logo, queremos (0 + 0,002).
Sobre diferenciais temos:
dy = f'(x).dx e Ay = f(x + dx) — f(x)
Sabemos que em diferenciais dy = Ay, entao:
flx+dx)— f(x) = f'(x).dx
Se queremos f(0 + 0,002) temos que x = 0 e dx = 0,002, logo:
£(0 +0,002) — £(0) = £'(0) - (0,002)
senh(0,002) — senh 0 = cosh 0 - (0,002)
senh(0,002) — 0 = 1 - (0,002)
senh(0,002) = 0,002
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5.12 Avaliacao Final-21 de Dezembro de 2010

1.
* Sabendo que o comprimento da calha é fixo, temos :
V =b.l.h;onde b é o comprimento,l é alargura e h a altura da calha.
V =>b(8—-2x)x

V(x) = b(—2x% + 8x)

V'(x) = b(—4x + 8)
— Estudando o sinal de V'(x), temos:
++4++++++++(2)————————— — V'(x) = b(—4x + 8)
 Com essa analise, con®luimos que em x = 2 temos um ponto de maximo local.
Logo,para x = 2 obtemos a calha de maior capacidade.Onde 2cm é a medida
que devemos virar para cima em ambos os lados da calha.

2.
S,(t) =50t ; Sg(t) =30t ; Sc(t) =10t

1 1
A =3 (S4(0) + Sc(8)) - Sp(t) = > (S4(0) - Sp(6) + Sc(£)SE(1))

1
A =3 (S4'(6) - Sp () + S4(0) - Sp'(®) + S¢'(£) - Sp(®) + Sc(t) - S5’ (1))
A(t) = %(50 = Sp(t) +S4(t) -30+ 10 - Sg(t) + Sc(t) - 30)

A'(t) = %(60 - Sp() +30-S,(t) +30-Sc(D))

A'(t) =30-Sg(t) +15-S,(t) + 15-S:(t)
A'(2) =30-S5(2) +15-S,(2) +15-5-(2)
A'(2)=30-60+15-100+ 15-20

A’(2) = 1800 + 1500 + 300

A'(2) = 3600km?/h

3.
- (x? = 3x + 2) arccos(x) ~ (x—=1)(x — 2) arccos(x)

a) lim = lim =

x-1~ x?2 -1 x-1" (x—Dx+1)
lim (x — 2) arccos(x) _ ler{l_(x —2)x xll)r{l_ arccos(x) _ —1 x arccos(1)
x—>1- (x+1) lim x + lim 1 1+1

x—1" x-1"
_—1x0 0
=——=5=
X

b) lim 3tg(5) “senx :

x—-—-mt

—1<senx<1
—Stg@) < Stg(g) ‘senx < Stg(g)

X X
* Obs:se x » —nt ,entdo tg (E) — —o00 ¢, consequentemente, 3tg(2) - 0.

X

Sejam f(x) = —3tg(2),g(x) = 3%2) . senx e h(x) = Stg(;ﬁ),entéo temos:

f(x) = g(x) < h(x)
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E ainda, lim f(x) =0, lim h(x) =0,ouseja, lim f(x) = lim h(x) =0,
x—-—mt x->-mt x—-—mt x—>—mt

podemos garantir pelo Teorema do Confronto que se f(x) < g(x) < h(x) e

lim f(x) = lim h(x),entdo lim g(x) = lim f(x) = lim_  h(x) = 0.Portanto,
x—0 x—0 x—>—mt x——mt x——mt

te(3)
lim g(x) = lim 3®\2/)-senx = 0.
x->—-mt x—-—mt

mt—2, sel<st<?2
(t)—{ t*—4, se2<t<3
fo = k«/t+1—2

t—3
a) Para que f seja continua em t = 2, devemos ter:

£(2) = lim £ (&)

, se3<t<4

D f(2)=2m-2;

2) ltinzlf(t) ; note que tlir;l_ f(t) = f(2).Logo,devemos calcular tlirgl)( f);
. 1 4 _ — 24 _ — _ —

tl_lgq+ f) = }L‘;l(t 4)=2*-4=16—-4=12.

* Portanto,devemoster 2Zm—2=12=2m=14=>m =17.

* Logo,param =7, f é continuaemt = 2.

b) Param = 7 ja vimos que f é continua em t = 2. No entanto, f possui
outro ponto onde ha mudanca de comportamento da funcao,emt = 3.
Vejamos se f é continuaemt = 3.
f(3)=3*—4=81-4=77.
ltirr31 f(t); note que tlirap_ f(t) = f(3).Logo,devemos calcular tlir?{;r f();
_ CoNt+1-2  t+1-2 Vt+1+2
* lim f(t) = lim ————— = lim - =
t—-3% t-3% t—3 t-3% t—3 VE+1+2
_ (t—3) _ 1 1 1
lim = lim = =
R (- 3)(VEF1+2) Vit i+2 vA+z 2+2

1
"
* Como tlir3n_ f) # tlir;{1+ f(t),ou seja, ltlng f(t) nao existe, temos que f nao é

continua em t = 3 e, portanto, f nio é continua em [1, 4], pois f néao é
continua em (1, 4).

5.
a) f(g(x)) =x;f'(x) =1+ (f(x))Z,Vx € R; Mostrar que g'(x) =

* Por derivagdo implitica, temos:

1+ x%

1
! . 1A — 1 A — ;
flot) g =129 =505
* Temos que f'(x) =1+ (f(x))2 ; facamos x = g(x), entdo:
Fg@) =1+ (Flg@)) = f(g(0) =1+
—Assim, obtemos:

1
g'(x) = :>g(x)=m

_ 1
f'(g()
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2

; determinarr f'(x).

D)= [

x2
1
4x2+1 X+ 1\ /4

Inf(x) =1In 1—ln 71

Inf(x) ==[In(x* + 1) — In(x? — 1)]

NI

* Por diferenciagéo logaritmica, temos:
fl) [
f(x)  4lx? + 1 x -1

f(x)—f() x2+1 x—1]

4x2+1x -2
f(x)-/ |
x4l

f(x)——x —h / P

6 x? — 2x

) =

a) Analisando o sinal de f" (x), temos:

t4++ ++++(0)—————— (2)++++++ x2—2x
FFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF x%2+1
FFFFFFF0)—————— (2)F+F+F++FF ") =@*-2x)/(x*+ 1)

—Da analise acima, concluimos que:

f possui concavidade voltada para cima em (—,0) U (2, +)

f possui concavidade voltada para cima em (0,2).

* Pontos de inflexao ocorrememx = 0 e em x = 2 (onde ocorre mudanga de
direcao da concavidade) .

b) Ele quer saber onde f'é crescente e decrescente.Considere f'sua funcao
primitiva,logo para saber onde f'é crescente ou decrescente, analisamos
o sinal de f".

x Logo, f'é crescente em (—o0,0) U (2,+) e f' é decrescente em (0,2).

¢) Os pontos de maximos e minimos locais de f' ocorrem nos pontos onde ha
mudanca na direcio do crescimento da fungio, nesse caso,onde f''(x) = 0.
Entdo,em x = 0(ponto de maximo)e em x = 2(ponto de minimo).

7.
a) x? + y? = 1;retas tangentes que passam pelo ponto (1, 2).

* Por derivacao implicita, temos:
x
2x+2yy’=0:y’=—;.

* Dada um ponto e o coeficiente angular da reta, temos:
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y—yo=ngc(x—xo)
y—2=——=(x-1)
y

y2 —2y=—x?+x
yi+x?=2y—x=0
1-2y—x=0
x=1-2y ()
* Assim, procuramos na curva x* + y*> = 1 os pontos que satisfazem a equagio
acima.Logo, substituindo a expressao na curva, temos:
(1-2y)*+y*=1
1—4y+4y2+y2=1

-4y +5y2 =0
y(5y—4) =
V= ey_S

* Paray = 0, temos:
x=1-2y->x=1-0.x=1. ponto (1,0)
—Equacao da reta tangente nesse ponto:

* Obs: como y', nesse caso, se apresenta na forma — 0 ,implica dizer que

temos uma reta tangente vertical representada na forma x = x,.Logo,
x =1 (reta tangente)

4
* Paray = % temos:

1-2 1 8 3 t ( 3 4)
= - d = _— = ——, —— — .
X y X z X c ponto ToT

—Equacao da reta ttangente nesse ponto:

8.

f(x) = 2x — 1 — cos x; mostre que f possui exatamente uma raiz real.

* Calculemos f(0) e f(m) ;

f(0)=0—-1—-cos0=—-1—-1=-2.

f(m)=2n—1—-cosm=2n—1—-(-1) = 2m.

* f é uma soma de funcdes continuas e, portanto, f é continua em [0, 7] , e ainda,
f(0) <0< f(m).Assim,pelo Teorema do Valor Intermediario, existe algum
numero c em (0, 1) tal que f(c) = 0.Logo, f possui uma raiz real em (0, ).

* Suponhamos que f possua duas raizes reais c e b, tal que f(b) = f(c) =0,
comb # c. f é continua em [c, b] e diferenciavel em (c,b).Logo, pelo Teorema
de Rolle, existe algum numero x € (c,b) tal que f'(x) = 0.

f'(x) =2+ senx ;Note que — 1 < senx < 1 e, portanto, f'(x) > 0,Vx € R.

Logo,nio existe x € R tal que f'(x) = 0 e, portanto, f possui exatamente
uma raiz real.
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9.

1 In(=2- 1 lim, In L Inx
a) lim #M&1) = lim elnx =) _ lim emGED* = o (=) ;
x—-1* x—>1* x—>1*
* Calculando o limite do expoente, obtemos:

1
. o —Inx-1) . Tx-1 , x-(nx)?
11m1n< )-1nx=11m—=11m—= im —=
x—-1t x—1 x—-1t L x—-1t _1 -1t x—1
Inx X
(Inx)2

(lnx)2+x-21nx-% 1
lim = lim ((lnx)2+x-21nx-—)=0.
x—1t 1 x—1t X
* Logo,

1
lim xln(xlTl) = exl—lgl+ ln(x )lnx = eO =1
x—1t
a bx
b) lim (1 + ;) ; facamos a substituicdo x = a.n ; se x — 00,entaon — oo,
X—00
a~ bx a abn 1nab 1nab
lim (1+5) =lim (1+-—) = lim [(1+—) l _ Ihm (1+ ) l
X—00 X n—-oo a.n n—-oo n n—-oo
= e,

10.

x*+x-6  (x+3)(x—2)
x24+4x—12 (x+6)(x —2)

fx) =

Dominio de f(x):
«D(f) = R—{-6,2}
Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,

lim f(x) =4 ou lim f(x) =+

x—-a~ x—-at
* Verificando se ha assintotas verticais nos pontos de descontinuidade de f,
ouseja,emx = —6eemx = 2.

-3 -8 24
0 0 0
o (x+3)(x—-2) o (x+3)(x—-2) o (x+3)(x—-2)
o (X + 6)(X —2) 1o (x+6) (x—2) - (x+6)(x—2)
i 7 7
0- -8 o+
-3 -8 24
0 0 0
(x+3)(x—-2) " x+3)(x—-2) im (x+3)(x—2)
— 00
o (X 6)(x —2) o (x+6) (x—2) - (x+6)(x—2)
i 7 7
o+ -8 0-
—Logo,areta x = —6 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
@+3)H-2) _ x+3 lmx+lim3 243 5
hm fx) = 1 im -
2(x+6)(x—2) x->2Xx+ 6 lm%x+11m6 2+6 8
X— xX—2
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—Logo,areta x = 2 ndo é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta y = a é uma assintota horizontal se ocorrer

um dos seguintes casos,
lim f(x)=a ou lim f(x)=a
X——00

X—>+00

x*+x—6 1_56
im G0 = lim S FETO o e IR
A S = 12 A - 12 Taotmy 412
X2 x  x?

. .1 . 6
i as00 1
lim 1+ lim =— lim % 1+0-0 1

xX—+0o0 x—+00 X x—+00 X
—Logo,aretay = 1éuma assintota horizontal ao grafico de f(x).
x2+x—6 1 6
li G = 1i x2+x—6 ~ X2 _ i 1+§_ﬁ_
A ) = I ar— 12 AL dx—12 ey A 127
+ R ——
x2 X xZ

. .1 . 6
Jm e Jim - dm S vi0-0 1
lim 1+ lim ;L—C— lim % 1+40-0 1

X——00 X——00 x—>—00 X
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Capitulo 6 2011.1

6.1 12 Avaliacao-25 de Marg¢o de 2011

1.
a) f(a).f(b) <0;

D f(a)>0ef(b) <0;

* Nesse caso,como f é continua em [a,b] e f(b) < 0 < f(a),pelo Teorema do
Valor Intermediario , existe algum nimero c € (a, b) tal que f(c) = 0.Logo, f
possuli ,pelo menos,uma raiz real em (a, b).

2)fla)<0ef(b)>0

* Nesse caso,como f é continua em [a,b] e f(a) < 0 < f(b),pelo Teorema do
Valor Intermediario , existe algum nimero c € (a,b) tal que f(c) = 0.Logo, f
possui ,pelo menos,uma raiz real em (a, b).

— Com isso, concluimos que f possui, pelo menos,uma raiz real em (a, b) levando em
consideracao que f(a).f(b) < 0.

.. V6 —x—2 - [(M—z)_(ﬁ%) <\/Tx+1>l
V=1 B\ =) ea2) et

li - lim 1
. (—x+2)(V3—x+1) - V3—x+1 «/xlig(g x) + lim ~
2 (—x+2)(Vo—x +2) 2V6 —x +2 /1im(6—x)+1im2

x—2 X2

/1' 3~ limx + lim 1
Pt R RN \/3—2+1_\/T+1_1+1_2 1

/11m6—11mx+11m2 " V6—-2+2 NA+2 242 4 2
xX—2 xX—2 x-2

2.

2x3 — 54 3
a) f(x) :{—x—3 , Sex #3.
m, sex =3
* Analisando a primeira sentenga de f(x), temos:
2x* =54 2(x*-27) 2(x—3)(x*+3x+09)

; Para essa sentenca x # 3.

x—3 = x-3 (x—3)

2x%2 4+ 6x + 18, sex # 3

L = ’ .
0go, f (x) { m, sex=3

* Como f é uma funcgdo sentencial composta por fungdes polinomiais e, portanto,
continuas em seus dominios.Logo, temos que f é continua em (—oo,3) U (3, +0).
* Dizemos que uma funcao f é continua no ponto x = a se, somente se,

f(@ = lim ()
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* Para que f seja continua em x = 3, devemos ter:
f(3) = lim £(x)

m = lim f(x)

lirr% fx) = lir2(2x2 +6x+18) =2.(3%) +6.(3) + 18 = 54.
x— x—

* Portanto, temos que m = 54.

—Param = 54, f é continua em x = 3 e, portanto, continua nos reais.

Va - 1 <1
D) h(x) ={"% -1 5¢*=7;
3n?, sex>1

* Obs: note que a funcdo h possui uma descontinuidade em x = 1, pois,
embora exista lirq h(x) nao temos h(1) definido, isso deve — se ao fato de
X—

que a primeira sentenga possui uma restringao no dominio do denominador,

este deve ser diferente de 1 para exister h(x).

* Portanto, independente do valor de n, h(x) permanece descontinua em x = 1.

Assim, para qualquer valor de n, h(x) ndo é continua nos reais.
* Obs: Se pudéssemos reescrever h(x) de modo a torna — la passivel de

continuidade nos reais, deviamos ter:

(Vx—1
, sex <1
x—1
h(x)={ 1
-, sex=1
L 3
3n?, sex>1
1

..assim, ao fazermos as contas encontrariamos n = 3 ;e com isso, h seria

continua nos reais.
3.
lim (% — 1) ( ! )
a) lim (x°> —1)-sen ;
) x-1t x3—1

1
-1< ( )Sl
sen| 37

~GP =D (0 = 1) sen (5

«Sejam f(x) = —(* = 1), g(0) = (¢ = 1) - sen (—

! 1) <(x3-1)
)eh(x) = (3 —1),

entdo temos f(x) < g(x) < h(x).E ainda, linll+ f(x)=0e lirgl+ h(x) = 0,ou seja,
X— X—

lim f(x) = lim h(x),entdo pelo Teorema do Confronto,temos que lim f(x) =
x-1t x—-1t x—-1%

xll)r{l+ h(x) = xll,r% g(x) = 0. Portanto,

1
: 3_1)- —
xll)r%(x 1) - sen (x3 1) =0

1

2, —

b) f(x) = {x Sen (x)' sex # O; Determinar f'(0).
0, sex =0
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f'(0) =

im f( ) —f(O) = lim X osen (%) 0 = lim ©sen (%) = lim x - sen <315>

x-0 X x—0 X x—0

1
—1Ssen<—>§1
X
1
—xSx-sen(—)Sx
X

1
* Sejam f(x) = —x,g(x) = x - sen (;) e h(x) = x, entdo temos:
fx) < g(x) < h(x)
E ainda, lirr(l) f(x)=0e lir% h(x) = 0, ou seja, lirr(g fx) = lirr(g h(x),entido pelo
xX— X X— X—

Teorema do Confronto, temos que lir% flx) = lirr(g h(x) = lirr(l) g(x) = 0.Assim,
X— X— xX—

1
lim x - sen (—) =0
x—0 X
x Logo, f'(0) = 0.

4.
~x?2=3x+2  (x-D(x-2)
y= —4x  x(x+2)(x-2)
* Dominio da fungio y = f(x):
D(f) =R—-{-2,0,2}

< (x—1)
Obs: se x # 2,entdo temosy = f(x) = x0T 2)
* Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,
lim f(x) =4 ou lim f(x) =+
x—-at x-a~

* Verificando sse ha assintotas nos pontos de descontinuidade, ou seja,em

x=-2,x=0eemx = 2,temos:
-3 -3
) )
(x-1) o (x-1
R e e R ey ) R
T3 1
-2 ot 0~
—Logo,areta x = —2 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
-1 -1
1 1
(x—=1) (x—-1)
l = lim ——— = lim ——
Lo fe) = it x (x+2) = xoor x(x +2) =+
T3 1
ot 2 ot
—Logo,areta x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
(x—1D(x—-2) o (x—1) 2—-1 1
hm flx) = 1 =

im = ==;
2x(x+2)(x—2) x—>2x(x+2) 22+2) 8
—Logo, a reta x = 2 ndo é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,
lim f(x) =a ou lim f(x) =a
X——00

X—+co
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2 a4y x? —3x+2 1 3+2
: o x*=3x+2 T3y Tyt
xl—l>rwpoof(x) _xl—l>rwpoo x3 —4x _xl—l>r4poo x3 —4x _xl—l>rpoo 1 4 N
x3 - xZ
.1 .3 .2
Ay szt i s 0-0+40_0_
lim 1— lim iz 1-0 1
xX—+00 x—>+00 X
—Logo,aretay = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
2 349 x?—=3x+2 1_3 .2
. o xP=3x+2 T3y aEteE
xl—l>r—noof(x)_xl—l>r—noo x3 —4x _xl—l>r—noo x3 — 4x _xl—l>r—n°° 1—1 a
x3 x?
.1 .3 .2
Jm oy dm ezt limss 0-0+0 0
4 S 1-0 1

lim 1- lim —
X——00 x—>—00 X

5. Determinar as retas tangentes a curva y = x> — 3x que sdo perpendiculares
areta2x+ 18y —9 = 0.

1 1
*2x+18y—9=0—>y=—§x+§;
* Dado os coeficientes angulares m,; e m, de duas retas perpendiculares, temos
que m, -m, = —1.Logo, procuramos as retas tangens a curvay = x> — 3x, que

possuem o coeficiente angular m, = 9.
* Seja f(x) = y = x3 — 3x ; entdo, calculando f'(x), temos:
flx + Ax) — f(x) i (x + Ax)3 — 3(x + Ax) — x3 + 3x
= |iIm =

1= o,

Ax Ax—0 Ax
i x® + 3x2Ax + 3xAx? + Ax® — 3x — 3Ax — x° +3x
Ao Ax B
. 3x%Ax + 3xAx? + Ax® — 3Ax . Ax(3x% + 3xAx + Ax* —3)
ety Ax = A0 Ax B

Alimo(3x2 + 3xAx + Ax? — 3) = 3x% — 3.
X—

* Assim, f'(x) = 3x% — 3.

—Sabemos que o valor de f'(x) num ponto x = a é coeficiente angular da
reta tangente no ponto (a, f(a)). Procuramos f'(x) = 9.Logo,
3x2-3=9>3x?=12=>x*=4.x=—-2ex =2

—Para x = —2,temos:
f(=2)=(-2)3-3(-2)=—-8+6 =-2. ponto (—2,-2)

* Equacdo da reta tangente:
Y= Yo = mz(x —x,)
y—(=2) =9(x — (-2))
y+2=9x+2)
y=9x + 16
—Para x = 2,temos:
f(2)=23-3(2)=8-6=2. ponto (2,2)
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* Equacdo da reta tangente:
Y= Yo = my(x —x,)
y—2=9(x-2)
y=9x —16
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6.2 12 Avaliacao-26 de Marco de 2011

1L.f(x) =vx+1;
a) Determinar f'(x);

f'G) = Jim f(’“”x)—f(x) W—W
Axao

<,/—<x+Ax)+ —W) <¢<+A—x)++w>
JGrh) Fltvxil
x+Ax+1—x—-1 Ax

lim = lim

Bx=0 Ay (\/(x+Ax) F1+Vxt 1) AxX=0 A\ y (,/(x+Ax) F1+vVx+t 1)
y 1 1 1

m = = .

8x=0 fx + Ax) +1+Vx+1 Vax+1+vVx+1 2Vx+1

AxﬁO

b) Reta tangente no ponto x = 0.
£(0) =v0+1=+1=1. ponto (0,1);
1 1 1

! 0 = = = —,
"o 2/0+1 2vV1 2

* Equacio da reta tangente no ponto (0, 1):

1—1 0
Y- _E(x_ )

1
y—1l=5x
—Sx+1
y =5

—Intersecbes com os eixos coordenados: (0,1) e (—2,0)
* Area do triangulo formado pela reta tangente e os eixos coordenados:

) 1 1
Area=z(0—(—2))-(1—0) =E(2)'(1) =1u.A

2.
a) Calcular os seguintes limites:

VxZ2+4x+1+2
i. lim (\/x2+4x+1—2)—11m [(\/x2+4x+1—2)-( )] _
X0 X0 (Vx2+4x +1+2)
x®+4x -3
. x*44x+1-4 _ x? 4+ 4x -3 x|
lim = lim lim
xotoyx2 +4x +1+2 oFoyVxZ+4x+1+2 x—>+°°\/x2+4x+ 1+2
| x|

lir‘P 244 1 2 + 1 2
x~+eo X2 + 4x + xobe |
———Tz;;———-FE 14-x4-;74-;
l
1
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i Vx+6—x i Vx+6—x Vx+6+x i —x*+x+6
ii.lim ————— = lim : = lim =
x=3 x3—=3x% =3[ 2% =3x% Vx+6+x] 3(x3-3x2)(Vx+6+x)

Y —(x—3)(x+2) — 1 —(x+2) _ —(3+2) B _i
“Bx2(x—3)(Vxt6+x) *x2(Vxtb6+x) 32(V3+6+3) 54

b) Suponha que f seja continua em um intervalo fechado [a, b] e seja N um
nimero qualquer entre f(a) e f(b),onde f(a) # f(b). Entdo existe um nimero
cem (a,b) tal que f(c) = N.

¢) Seja f(x) = x> —Vx + 1;mostrar que f possui uma raiz em (1, 2).
* Dominio de f: D(f) = {x € R|x = —1};
f()=1-v2; f(1) <o,
f2)=4-+3; f(2)>0.
* Como f é continua no intervalo fechado [1,2] e f(1) < 0 < f(2).Assim, pelo
Teorema do Valor Intermediario, existe algum nimero c em (1, 2) tal que
f(c) =0.Logo, f possui uma raiz real em (1, 2) e, portanto, temos algum x
que satisfaz a igualdade x*> = Vx + 1.
3.

Flx) = {sz —3x +sen(mx), sex <1

2x + b?, sex > 1,com b constante

* Analisando a continuidade de f, temos:
—A primeira sentenca é composta por uma soma de fungdes polinomiais e uma
fungdo trigonométrica, ambas funcgdes continuas em seus dominios e, portanto,
a soma de fungdes continuas também é uma funcao continua. Logo, temos que f
é continua em (—o, 1).
—A segunda sentenca é composto por uma funcao polinomial e, portanto, continua
em seu dominio. Logo, f é continua em (1, +).

* Vamos verificar se ha possibilidade, um valor de b,para que f seja continua em

emx = 1.

* Dizemos que uma funcao f é continua num ponto x = a se, somente se,
f(a) = lim f(x)

f()=2.(1)>-3.(1)+sen(m) =2-3+0=—1.

}Ci_r:r} f(x); note que x]l_)r{l_ f(x) = f(1),entdo devemos calcular ler{lJr f(x);

lim f(x) = lim (2x + b%) = 2 + b2,

x—-1* x—-1t

—Assim, temos: 2 + b2 = —1 = b? = —3.Logo,ndo existe b € R|b? = —3.

* Portanto,nao ha valor para b que torne f continua em x = 1 e, contudo,

o maior conjunto real no qual f é continua é (—oo,1) U (1, +00).

4.f(x+h) =f(x).f(h) ; f(x)# 0emtodos os reais.

a) f(0); )
f(0+h)=f(0)-f(h)=>f(h)=f(0)-f(h)=>f(0)=%-’-f(0)=1-

b) f'(0).

"G = i f(x+h)—f(x)_l. f(x)-f(h)—f(x)_l. fOIf(R)—1]
fix) = lim h ~ 15 h = 15 h -
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f(x)- 11m [ 21_
L f( ) - . .
* Logo,temos ... f'(x) = f(x)- llm fazendo x = 0, obtemos:
- ~1
ORY ORI ;g%% |
o) f'(x)=f(x)- llm fC )_ ; do item anterior, temos 1&%% = f'(0).
* Portanto,
v . f(h -1 ) -
f'G) = fG) - lim ~ f1(x) = £1(0). f(x).
5.
) :x3+1 e+ DEP-x+1)

x3—x  x(x+1D(x-1)
* Dominio de f(x):
D(f) =R—-{-1,0,1}
* Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,
lim f(x) =t ou lim f(x) = to
x-at x-a~
* Verificando se ha assintotas nos pontos de descontinuidade de f,ou seja,em
x=0x=—-1leemx =1,temos:

lim F(0) = i (x+Dx?—x+1)  (P*-x+1) 1+1+1 3
Am ) = i e =D A 2 =D Sici-D 2
* Obs:se x » —1,entao x # —1.
—Logo,areta x = —1 ndo é uma assintota vertical, pois existe limlf(x).
xX—>—
Ob # —1,entdo f(x) K oxtl
E 3 . —_ e —
s:sex ,entdo f(x =1
1 1
1 1
l () = lim x2—x+1 i Z—x+1 .
= S — _— 00
o flx ars x(x—-1) xl%l— x(x—1)
T3 I
0~ -1 ot
* Obs:se x —» 0%, entdo x > 0.
1 1
1 1
l () = lim x2—x+1 i x2—x+1
— —— —_ = —00
lm flx x—>0+ x (x—1) ergl*' x(x—1)
T3 I
ot -1 0~

* Obs:sex » 07, entio x < 0.
—Logo,areta x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
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1 1

T 1
i @) = i x2—x+1 i x?—x+1
im f(x)= lim —— = lim ——— = —»
x—>1‘f x>0~ x(x—1) x-0" x(x—1)
T 1
1 o 0-

* Obs:se x - 17, entdo x < 1.Logo,x — 1 < 0.
1 1

_ PR -
lim (o) = I x2—-x+1  x?-x+1 N
im f(x) = lim ——————= lim ————— =4
x-1* x-0t x (x —1) x-0~ x(x—1)

T 7

1 ot ot

* Obs:se x = 17, entdo x > 1.Logo,x —1 > 0.
—Logo,areta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,
lim f(x) =a ou lim f(x)=a
X——00

X—+00
3
x3+1 x-13—1 1+i3 lim 1+1imxi3
llm f(X) = llm = hm X — llm =x—>+oo xX—+00 _
xX—+ x—+00 x3 — x x>+00 X3 — x arerpit 1 1 ; . 1
3 - —3 im 1—- lim =
X X X—+00 x—=+00 X
1+0 1
1-0 1
—Logo,aretay = 1 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
3
X3 +1 x-'i,_l 1+i3 lim 1+1imx—13
lim f(x) = lim = lim X = lim X~ _ xo—» X——00 _
X>=® x»—wx3 —x x--wXx3—Xx x—>—00 4 1 li . 1
3 ——3 im 1- lim =
B x X——00 x—>—00 X
1+0 1 .
1-0 1
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6.3 22 Avali¢ao-15 de Abril de 2011

1.

a) y = x é tangente a curvay = x?> + mx + r no ponto (1,1). Determinar me .
y=124+m)+r=>y=1+m+r; comooponto (1,1) pertence a curva:
m+r+1=1=>m+r=0 ().

* 0 coeficiente angular da reta tangente é o valor assumido pela derivada da
curva naquele ponto, ou seja,y'(1) = 1.

y@)=2x4+m; y())=2+m=24+m=1~m=-1(I)

x Substituindo (II) em (I), obtemos:

m+r=0;, -1+r=0 ~r=1

b) F(x) = f(e*’) e G(x) = eV ™) ; Determinar F'(x) e G' (x).
F'(x) = D,[e*’] - f'(e*")

F'(x) = 2x-e* - f'(e*")

G'(x) = Dylf (x)?] - €U @)

G'(x) =2-f(x) f'(x) - eUF®)

2.reta normal A elipse x*> — xy + y? = 3 no ponto (—1, 1).
Por derivagdo implicita, temos:
2x —y—xy'+2yy' =0
y-Qy—-x)=-Q2x—y)
) 2x -y . . 2y —x
y' =— 2y —x ;0 coeficiente angular da reta normal é, portanto,m,, =
* 0 valor do coeficiente angular da reta normal no ponto (—1,1) é:
2y —x 2—-(-1) 3
M= ox—y —2-1 -3
—Equacgio da reta normal no ponto (—1, 1):
y—1=-1(x—-(-1))
y—1=-1(x+1)
y=-x
* Pontos de intersec¢do da reta normal com a elipse:
x2—xy+y?=3
x?2 —x(=x)+ (—x)?>=3
x2+x2+x2=3

2x —y

-1.

3x? =3
x?=1
~x=1lex=-1.
* Para x = —1 ja temos o ponto (—1,1);

* Para x = 1,obtemos o ponto (1, —1) - segunda intersecio da reta!
1 T 3m
3.y=sec T x ©secy=x; OSySE ounSyST;
* temos que y' = [sec 1 x]" e que, por derivacio implicita,y’ -secy-tgy = 1
Assim, temos:
! 1

_d( 1y = 1
y_dx sec X ~ secy-tgy
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* Sobre algumas propriedades trigonométricas, temos:
tg?y+1=sec?y=>tgy = +.sec2y—1
T s

*Como0<y< 5 oun <y < 7,0u seja,y pertence ao 12 e 32 quadrantes,

temos que tgy > 0.Portanto,tgy = +/sec?y —1
1

d
—(sec™1x) =
dx secy - sec?y—1

* Lembremos, que y = sec"lx & secy = x.Logo,

d
—(sec™tx) =

dx xVxZ -1

b) f(x) = sec”Y(x?) ;determinar f'(x).
* Sejamu = x*ey = f(u) = sec”1(w) ;
—Pela Regra da Cadeia, temos:

dy du dy
dx dx du
Y ) = 2x) e
7 = x) = xX)r ——
x
’x=
f'(x) N

4.

a) f(x) = tg(ezx) ;mostrar que f ndo possui reta tangente horizontal.
* Devemos provar que nio existe algum x € R tal que f'(x) = 0.
xSejamu =2* , v=e%ey=f(v) =tg(v) ;

—Pela Regra da Cadeia, temos:

Z_ic] = f'(x) = 2*-In(2) - e% - sec?(v)
f'(x) =2%-1n(2) - e?" - sec?(e?")

* Vamos analisar f'(x) da seguinte forma:
*x 2% > 0,Vx € R;
*In(2) > 0;
xe?’ > 0,Vx €R;
«sec?(e?’) = 1;
—Com isso,temos que f'(x) > 0,Vx € R e, consequentemente, f ndo possui reta
tangente horizontal em nenhum ponto.

~sen(x®)  [sen(x®) «x3 _sen(x®) . osen(x®)

b) lim = lim +— ] = lim ‘x° = lim X lim x° ;
x—0 x2 x—0 xz x3 x—0 x5 x—0 x5 x—0

* Calculando o limite do primeiro fator, temos:
sen(x®) ; N

m 3 ; fagamos 8 = x>. Sex - 0,entdo 6 - 0.

x—0 X

~ sen(x®) sen(6)

lim — = =

x-0 X -0 0@
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* Calculando o limite do segundo fator, temos:

lim x3 = 0.
x—0

* Portanto, como os limites dos fatores existem, temos:
sen(x®) . sen(x®)

lim >— = lim - xlimx3=1x0=0.
x—0 X x—0 X x—0
5

a') glx) = (x3 —xZ+ 1) sen"!x;
9'(x) = Dy [x3 —Vx*+ 1] sen”'x + (x3 —Jx2+ 1) - D, [sen™1 x]

g,(x) = <3x2—;(Zx)>-sen‘1x+(x3_,/x2+1). 1

2Vx? +1 V1= x2
VT T1
g,(x) = <3x2— > 1)-sen_1x+ﬁ.
x* + - X
BY h(x) = senx
) hix 3+ x’
) = Dy[senx] - (3* + x) —senx - D, [3* + x]
(3* +x)2
) = cosx-(3*+x)—senx-(3*-In(3) + 1)
(3* 4+ x)?
) = (cosx —senx-In(3))-3* + x-cosx —senx
= (3* + 1)
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6.4 22 Avaliacao-16 de Abril de 2011

1.

a)y, = ax —x? e y, =x%+ 2bx + c; sdo tangentes no ponto (1,0).

* Devemos ter as seguintes igualdades satisfeitas:
y1(D=y,(1)=0¢e y,'"(1) =y,'(D

yi()=a-1; y,()=1+2b+c

—Assim, temos:

yy(1)=0=2>a-1=0~a=1.

y2(1)=0=>1+2b+c=0=>2b+c=-1()

Y, ) =1-2x; y (D=1-2=-1
y',(x)=2x+2b;y,(1)=2+2b

—Assim, temos:

3
') =y'(1) >-1=2+2b=2b=-3 2b=—3
—Substituindo o valor de b na equagéo (I), obtemos:

3
2b+c=—1:>2<—E)+c=—1:>—3+c=—1-'-c=2.

b) Reta normal a curvay = (2 + x) - e* no ponto (0, 2).
1

"=eX(x+3);Logo,o coeficiente angular da reta normal ém, = — ——
y ( ) g f g n ex(x + 3)

* Calculando o valor de m,, no ponto (0, 2), temos:
1 1 1

“ex(x+3)  e%0+3) 3
—Equacio da reta normal no ponto (0, 2):

2= —~(x-0)

m, =

-

2.Considerar a curva x + ﬁ = /2 ; reta tangente no ponto (a, b).
sa+Vb =2;

* Por derivacgdo implicita, temos:

! +y' ! 0=y Y to (a,b) t ' vb
: = = ———;no ponto (a,b) temosy' = ——.
2 2y YU TEP Y= e
—Equacgio da reta tangente no ponto (a, b):
b
—-b=——((x-a
y ﬁ( )
* Intersecdes com os eixos coordenados:
—Quando x = 0, temos:
avb avb
—b=—=>y=——+b,0ouainda,y =vVab+b>b;
YT R T T e Y
—Quando y = 0, temos:
Vb bva bva
-b=——x—-a)x—a=—=>x=——=+a,ouainda,x =Vab+a
Va b Vb
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x A soma de todas as coordenadas é:

Vab+b+Vab+a=a+2vVab+b=(Va+vb) =(V2)’ =2

3.

a) g(2) = g'(2) = 2;determinar f'(2) se f(x) = g (g(g(x)));
f'e0=9g'@-g'(9) g'(9(9(x))

f@=g@- 9g@) g (9(9))

fl@2)=9'12) 92 g'(9@)

f'2)=4g'2) '93'(2) -9'(2)

ff@=0l'@) =2°=8

b) f(x) = arctg(x? + 3) ; determinar f'(2).

f'(x) = (2x) TTZi32
F@ =@
4
@ =117
4
f’(Z) = 5 = E
4.
a) h(x) = D) cosx encontrar os pontos em [0, 2] onde h'(x) = 0.
B () = 2*%.In(2).In(2) .cosx + 2*.In(2) .sen x
) = (In(2) - cos x)2
() = 2*[In(2) .cos x + sen x];

In(2).cos? x
h'(x) =0 1In(2).cosx +senx =0;
In(2).cosx = —senx ; senx =+ 1 —cos?x
In(2).cosx = —/1 —cos? x
—In(2).cosx = /1 —cos?x ;elevando ambos os membros ao quadrado ...
In?(2).cos?x =1 — cos? x

cos?x.[1+1In?2(2)] =1
1 4 1

1+ 1n2(2) ~1+1In2(2) "’

* Assim, temos reta tangente horizontal em:

1 1
X = arccos (—) ; X = 27 — arccos (—) ;

cos’x = “ COSX =

1+1n2(2) 1+In%(2)
-1 -1
X = arccos (m) e emx = 21 — arccos (TnZ(Z))'

* Obs: lembre que a fungdo y = arccos x tem como imagem 0 <y < m.
* Logo, os valores encontrados em primeira instancia, pertencem ao 12 e 2°
quadrantes. Por outro lado, temos que cos(x) = cos(—x) e, como queremos
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os pontos no intervalo [0, 21], aparecem outros dois pontos.

te 8 p cos 0 1 cosf —1 91

. Cotgu —cossectl .. senf senf _ ;. senf _ . cosov—1

D) i g cosseco o1 6 SimT g T T
sen 6 sen @

. cosf —1 cos¢9+1_l_ cos?0 —1 . sen’f

B0 6 cosf+1 60 O(cosf +1) B0 6(cos6 +1)

I sen@x_ senf 1><O_O

B0 0 6 0cosO +1 2

5.
a) f(x)=tg (\/cotg(7x)) ; determinar f'(x)

x Sejamu = 7x,v=cotgu ,z=+vey=f(z) =tgz
—Pela Regra da Cadeia, temos:

dx dx du dv dz

Z—Z = f'(x) = (7) - (— cossec?(u)) % (sec?(z))

1
f'(x) = (7) - (— cossec?(7x)) 'W- (sec2 (\/cotg(7x)))

b) g(x) =+/1—x?-arccosx ;determinar g'(x)
g'(x) =D, [\/ 1-— xz] -arccos x ++/1 — x? - D, [arccos x|

—2x -1
’(x)=—-arccosx+\/1—x2-( )
g 2V1 — x2 V1 —x2
') x.arccos x + V1 — x2
x) = —
g V1 —x2
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6.5 32 Avaliacao-20 de Maio de 2011

1.

dA
* Variacao da area do circulo d_tc =3mm?/s

* Area do circulo: A, = mr?
* Sobre triangulo equilatero de lado "l", inscrito num circulo, temos:
| = rV3,onde r é o raio do circulo.

) 123 3r2/3
* Area do triangulo equilatero: A, = 2 = A, = e
dA. dA. dr
dt  dr gt
r
V3m = 2nr - —
dt
dar V3
at  2r
—Usando essa informacao na situagdo do triangulo equilatero, temos:
dA; dA, dr
dt  dr_dt
dA, 3rV3 V3
dt 2 2r
dd¢ 9 ,
ac —am/s
2.
a) y = 20.cosh (i) — 15 ; determinar y'(7).
. 20
'(y) — N i) = *
y'(x) = Zo.ﬁ.senh (@) ; y7(x) = senh (20)
‘(7 b 7 e20 —e 20
y'(7) = senh (55) = ——"—;

b) Mostrar que (senh x + cosh x)™ = senh(nx) + cosh(nx).

(senh x + cosh x)™ = senh(nx) + cosh(nx)

- —x. M _ _
(ex_ex ex+ex) ehX _ g™ MX  onx 4 o—NX

2 + 2 2 + 2
2eX\"  2emx
(2 ) )
(ex)n =™
enx — enx

* Logo, (senh x + cosh x)™ = senh(nx) + cosh(nx)

3.
2
a) Volume de uma semi — esfera: V = §m”3 = 25m;dr = 0,05cm

Sobre diferenciais temos:
dV =V'(r).dr e AV =V(r+dr) -V (r)
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Sabemos que em diferenciais dV = AV, e se queremos estimar o valor de AV
basta calcularmos dV.
dV =V'(r).dr
dvV = (2nr?).dr
dV = 2m(25)2.(0,0005)
dV = 2m(625)(0,0005)
dV = 0,625 m3
* Logo, a quantidade necessaria para aplicar uma camada de 0,05cm de tinta
é aproximadamente 0,625m m3.

1+ senx , .
b) f(x) = T senx’ encontrar os nimeros criticos de f.

* Dominio de f(x):
T
D(f) = {x ER|x iEian,comk € Z}
* Um namero critico de uma funcao f é um nimero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) = 0 ou f'(c) ndo existe.
cosx (1 —senx) — (1+senx)(—cosx)

f1 = (1 —senx)?

, cosx[1—senx+ 1+ senx]
fix) = — 5

(1 —-senx)

() = 2cosx

frx) = (1 — senx)?
I

— Note que f'(x) ndo existe para x = > + 2km ,porém, nio pertence ao dominio
def.

* Logo, devemos procurar onde f'(x) = 0.
18
f'(x) =0 cosx =0,comx #+ Ei 2kmt,comk €Z
3n
* Portanto, temos que x = > + 2km,com k € Z.

3
* Logo, os nameros criticos ocorremVx E R | x = - + 2km,comk € Z.

4,
_ e N2x -5 - determi dy
y = (6 — 5X)4' ,aeterminar dx
e 3% \2x -5
lny = In W

Iny=Ine 3* +Inv2x — 5 — In(6 — 5x)*
1
Iny = —3x +§1n(2x —5)—4In(6 — 5x)

* Por diferenciacdo logaritmica, temos:

' 1 2 -5
y_:_3+_. _4. ( )
y 2 (2x=15) (6 — 5x)
y' 34 1 N 20
y 2x—5 6—5x

, 34 1 N 20
y =7 2x —5 6—5x

189



. e3*N2x -5 [ 3 1 20 ]
yl=—" 2|

+ +
(6 —5x)* 2x—5 6—5x
5.
n 7T 7 - 7z .
f(x) =log, [sen (E x% + Z)] ; Determinar os valore maximo e minimo absolutos
. V6 V2
no intervalo — 3 <x< 7,

*x Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:
1) Os valores de f nos extremos do intervalo:

V6 T T T V3
f (— ?6> log, [sen (12 4)] = log, [sen (5)] = log, <73> =log,(V3) — 1.
V2 ™ ™
f (;) log, [sen (4 4)] = log, [sen (E)] = log,(1) = 0.

2) Os valores de f nos nameros criticos:
* Um namero critico de uma funcao f é um nimero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe.

f'(x) = (xm) - cos( X +Z) = 1n
sen (7x2 + Z) -1In(2)

XT. cotg (%xz + %) .

f'(x) =0 © xm. cotg( 4) 7TO

* Dai, temosx =0e cotg( Z) = 0, resolvendo:

NG V2 T T T T

se——<x < — 40 =< (=x%24+—-)<—

* Obs: se 6_x_2 ,entao,g_(zx +4) 2,
* Assim,notamos com facilidade que cot (nx + ) 0= zx2 + z.Z,
1 & 4 2 X Ty T

V2

* Portanto,x = 7;
* Calculando f(0), temos:

f(0) = log, [sen( = log, [\/_] log, 2_% = —%.

—Comparando todos os valores encontrados, temos:

2
f(0) é o valor minimo absoluto e f (7) é o valor maximo absoluto.
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6.6 32 Avaliacao-21 de Maio de 2011

1.

3x

a) f(x) =log; lml ; determinar f'(x).
f(x) = logs e3* +logs Vx — log;(3x — 4)°

1
f(x) =logs e3* + Elogg x —5log;(3x — 4)

_a_ e e3x 1 . 1 5 3
fr) =31 OETON "(3x — 4).In(3)
, ~ 1 15
fr&x) = In (3) t o, In(3) (3x —4).In(3)
1
f()_l(3) +ﬂ (3x—4)]

b) Estimar tg 46° ; usando aproximacgao linear:

180) ,x emradianos!!!

L(X)—f(#) =f' (%)-(x—a)t
L@ ~f(3)=r(3)-(-3)

L(x) — tg% = seczg. (x —%)
L(x)—1= Z(x—%)

L(x) =2(x—%)+1
4671 T
L (ﬁ) 2 (180) +1
461 o
L(350) =50+ !

te46° = — + 1
=90

46m
Seja f(x) = tgx ; queremos calcular f(

2.
a)Se y = In(secx + tgx) ; mostrar que secx = coshy ;
eln(secx+tgx) + e—ln(secx+tgx) secx +tgx + m

coshy = > = > =
(secx +tgx)*+1 sec’x+2secx.tgx+tg’x+1 2sec’x +2secx.tgx

2(secx +tgx) 2(secx +tgx) B 2(secx +tgx) B
2secx(secx +tgx) 2secx

= = secX.
2(secx +tgx) 2

Logo,secx = coshy sey = In(secx + tgx).

b) y = A.senh(mx) + B.cosh(mx) ; y"' = m?y.
y' = m.A.cosh(mx) + m. B.senh(mx)
y'" = m?. A.senh(mx) + m?2. B. cosh(mx)
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y"" = m?.(A.senh(mx) + B.cosh(mx))

y" =m?y.
3.
3
e . (2 - x%)z determi dy dif acio logaritmi

= yadeterminar — por Adljerenciacao Logaritmica.

Y V1 + x2 dx P £ 9
3

| | e 2 (2 —x%)2

n =1Iin

Y V1 + x2

3

Iny=Ine ?*+1In(2—x3)2 —In+/1 + x2
3 1

Iny = —2x + Eln(Z —x3) — Eln(l + x?)

* Por diferenciagdo logaritmica, temos:

y' - 3 (-3x%) 1 2x
y 2 Q—xﬂ 2 u+xa

' Ox
2= |4+
y (2 - x3) (1+ xz)
y =—=yl4+

2 (2 — x3) a1+ xz)
3

) e 2. (2 —x%)2 9x?

y =- 14+ ~ T >
2V1 + x2 (2—-x%) (1+x?%)
. — V3

4. A diagonal do cubo esta variando a uma taxa de P ?cm/s

Determinar a raxa de variag¢ao do volume do cubo.

* diagonal do cubo : d = l\/§,onde "[" é aresta do cubo.
—Pela Regra da Cadeia, temos:

dd dd dl
\c/lg dl dt
3
S
dl 1
7t 3 cm/s
* volume do cubo:V =13 ;
—Pela Regra da Cadeia, temos:
av B v dl
dt dl dt
dv — 3 1
dat 3
d_V = ]2
dt
—Quando | = 3cm, temos:
av _ 9em?
77 = ocm /S
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5.

2
a) f(x) = (x —1)3 + 2 ; determinar os valores maximo e minimo absolutos no
intervalo fechado [0,9].

* Dominio da funcgao:

D(f) =R

—Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1) Os valores de f nos extremos no intervalo:

f0)= (-Df+2=1+2=3.

2
f(O) = (B)B+2=4+2=6.
2) Os valores de f nos nimeros criticos:
* Um namero critico de uma funcao f é um nimero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe.

2
fl(x) = 57—
33x — 1
* f'(x) ndo existe em x = 1,e como x = 1 pertence ao dominio de f,entdox =1
é um numero critico de f.

2
F()=(0)34+2=0+2=2.

—Comparando os valores encontrados, concluimos que:

f(9) é o valor maximo absoluto e f(1) é o valor minimo absoluto no intervalo
fechado [0,9].

;ndo temos f'(x) = 0 nesse caso!

b) f(x) = (x + 5)2.Yx — 4 ; encontrar os nimeros criticos de f.

* Dominio da fungio f(x):

D(f)=R

* Um namero critico de uma funcao f é um numero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe.

2
f'(x) =2(x+5).Vx—4+ (x+5)

33/ (x — 4)2
6(x +5)(x —4) + (x + 5)2
') = -
3V (x —4)?
— Note que f'(x) ndo existe em x = 4,e como x = 4 pertence ao dominio de f,
4 é um nimero critico de f.
ffx)=0=2>6(x+5)x—-4)+(x+5?%=0
(x+5)(6x—24+x+5)=0
(x+5)(7x—19) =
19

X ex 7

19
— Logo, os nimeros criticos de f sdo: — 5,7 e 4.
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6.7 42 Avaliacao-17 de Junho de 2011

1.
a) lim (ln x)sen(nx) = lim eln(lnx)se“("x) = lim esin(nx).ln(lnx) — exl_i,rf+ sin(nx).ln(lnx).
x—-1t x—-1t x—-1t ’
* Calculando o limite do expoente, temos:
1 1

In(In x Pl e tg(mx
lim sin(mrx).In(Inx) = lim (Inx) = lim _x Inx _ im & =
x—1+ xo1t 1 x—>1F - cos(mx) x-1t —mx.lnx

sin(mx) "sen(mx)

m.sec’(mx)  sec’(mx) sec’m (-1)? 1

ot —g(nx+ 1) ot —(nx+1) —(nl+1) —(0+1) -1

* Assim, temos:

. lim sin(zx).In(In x) _ 1
lim (In x)sen(™) = gxo1+ =el=-
x—1t e

2 X
b) lim (1 + ;) ; facamos a substituicao x = 2n,se x = o, entaon - «.Logo,
X—00

X 2n 2n

. 2 . 2 . . 1"
lim (1+—) = lim (1+—) = lim (1+—) = lim (1+—) -
X—00 X n—-oo Zn n—-oo n n—-oo n

1\
[lim (1+—> l =e?;
n—oo n

2.

V(x) =x.(8—2x).(15 — 2x)
V(x) = 4x3 — 46x? + 120x
V'(x) = 12x2 — 92x + 120
V'(x) = 4(3x% — 23x + 30)
3x2—-23x+30=0; A= 169

_23*13

X=—Fc—; x=6oux=g

— Estudando o sinal de V'(x), temos:

+++++++(i) ——————— (6)++++++ V'(x) = 1222 — 92x + 120
O 5

—Com a andlise acima, concluimos que obtemos o maior volume para x = 3 cm

que o ponto de maximo local.

3.

a) Seja f uma fungdo que satisfaca as seguintes hipdteses:
1) f é continua no intervalo fechado [a, b] ;

2) f édiferenciavel no intervalo aberto (a,b) ;

3) f(a) = f(b)

Entdo existe algum c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

b) f(x) = sen? x — 3x — 5; quantas raizes reais possui f ?
* f'(x) =2senx.cosx —3; f'(x) =sen(2x) — 3
— Note,que f'(x) < 0 Vx € R, pois,

—1<sen(2x) <1
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—1-3<sen(2x)—3<1-3
—4<f'(x) <-2

— Assim,temos que Ax € R | f'(x) = 0.Logo, f possui,no maximo,uma raiz
real. Provemos:
f(=m) =3m—=5;f(-m) >0
f(0)=-5; f(0)<0
* Como f é uma soma de fungdes continuas e, portanto, f também é uma funcdo
continua, temos que f é continua em [—m,0] e f(0) < 0 < f(—m).Assim, pelo
Teorema do Valor Intermediario, existe algum nimero ¢ € (—m,0) tal que
f(c) =0.Logo, f possui uma raiz real.
— Suponhamos que f possua duas raizes reais b e c, tal que f(b) = f(c) =0,
comb # c.E ainda, f é continua em [b, c] e diferencidvel em (b, c), entio pelo
Teorema de Rolle, existe algum x € (b, c) tal que f'(x) = 0. No entanto, ja
vimos que f'(x) ndo possui raiz real e, portanto, f possui exatamente uma
raiz real.

4.
Inx

f(x) = ~
* Dominio da fungio f(x):
D(f)={xeR|x>0}
1) Intersegdes com os eixos coordenados:
—Pelo dominio da fungdo,ndo podemos ter x = 0.Logo, vamos verificar a
interse¢dao com o eixo x:

Inx
f(x)=0 $T= 0=>Inx=0 ~x=1.ponto (1,0)

2)Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,
lim f(x) =40 ou lim f(x) =40
x—at x—a~
* Verificando no ponto de descontinuidade da funcao, ou seja,em x = 0.
* Obs: note que nao ha sentido em calcular xll%l— f(x),pois a funcao f esta

definida para x > 0.Logo, calculamos lir‘(glJr f ().
X

] ~ Inx

lim f(x) = lim — = —o0

x—-0% x-0%t Xx
* Obs: se usarmos a Regra de L' Hospital, o limite acima teria como resultado
+o0. No entanto, observe que se x - 0*,Inx - —o, e ainda, a derivada deIn x
existe para qualquer x # 0,enquanto que In x existe apenas para x > 0. Por
isso,devemos ter cuidado ao usar essa regra em alguns casos.
—Logo,areta x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,

lim f(x)=a ou lim f(x)=a
X—>+00 X—>—00

* Obs: Note que ndo ha sentido em calcular lim f(x),pois f esta definida
X——00

para x > 0.Logo, calculamos lirfl f ().
X—+00o
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1

Inx >

lim f(x) = llm —— = lim £
x—>+00 —»+00 X x>+ 1 x>+ X

—Logo,a reta y = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
3) Crescimento e Decrescimento:

1
—.x—1 —
P =E 0 =t

—Analisando o comportamento (sinal) de f'(x), temos:

++++++++++(e)——————————— (1—Inx)

FFFF(O)FFFFPFFFFFFFFFFFF &2

FFFFOO)FFFF(e)——————————— f'(x) =(1—-Inx)/x?
o o

—Com essa andlise acima, concluimos que:
f é crescente em (0,¢e) e
f é decrescente em (e, +)

4) Maximos e minimos locais:

—Pela analise de f'(x) temos um ponto de maximo local em x = e.Logo,
Ine 1

f(e) = — = % ;  ponto (e,;).

5) Concavidades:

) —%.xz — (1 -1nx).(2x)
X) = 1
£ () = —x —2x(1 )ﬁ In x)
P
£ = 2Inx -3

—Analisando o sinal de "' (x), temos:

3
——————————— (e2)++++++++++ 2Inx—3
————— (m+++++ﬁ++++++++++ x3

+++++m)————@ﬁ++++++++++f%@_amx—am

O @
—Da andlise acima, concluimos que:

3
f possui concavidade voltada para cima em (82, +00) e

3
f possui concavidade voltada para baixo em (0, e§>

6) Pontos de Inflexao:
* Os pontos de inflexdao ocorrem quando ha mudanca de diregdo da concavidade.
3

— Essa mudanga ocorre em x = e2,visto que,x = 0 ndo pertence ao dominio
da funcgao.

3 3
f(e%>_lnei_z_ 3 _ 3 3 onto 93—3\/_
T E T i Ve zeve 2e2 P 2e?
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7) Esbogo Grafico:

24
154

| (+3) (+5%)

054 B

054

5.
i i ) . In x

a) Mostrar que areta’y = 2x é a assintota obliqua da fungio f(x) = 2x + T;
x

—Dizemos que aretay = ax + b é uma assintota obliqua (inclinada) se,

lim [f(x) — (ax +b)] = 0
x—)_oo
* Com isso, ...
1
. _ In x . Inx . X
Jim 100 220 = Jim |2+ 3 2] = i 2= lim ——=
, 3Vx?
3Vx? 3x 2
lim " = lim ﬁ:lim ==0.
x-to0 X x->too 1 x—>i°°\/§

* Portanto,a reta y = 2x é uma assintota obliqua ao grafico de f(x).

b) f(x) = arccos(cosx) ; para 0 < x < m.Esbogar o grafico de f(x)!

f'(x) = (—senx) senx _ senx

Vi—cos2x +senZx Isenx|’

* Nos pontos onde f'(x) existe,ou f'(x) =1ou f'(x) = —1.
* Temos, portanto, que:
se senx =0

e 1,
fix) = {—1, se senx <0
* Se considerarmos apenas o intervalo [0, ], ou seja,senx = 0 nesse intervalo,
entdo, f (x) = arccos(cos x) = x.
* Observe o grafico de f(x) a seguir.
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6.8 42 Avaliacao-18 de Junho de 2011
1.
. 1 1 i e —2x—1 0 2e%* — 2 B
@) 30 <ﬂ Cer — 1) = 2x(e?* —1) ) P 2(e2* — 1) + 4xe?x)
4er 4er 4€2x
3161_r>r(1) <4e2x + 4e2x + 8xezx> - chl_r)r(l) <8e2x + 8xezx> - 31{1_r)r(1) <8ezx(1 + x)) N

] 1
lim (2(1 + x)) T2

lim_tgx.In(senx)
. . tgx . LT
b) 11r7rt1_(sen x)tgx — lerIL_l_ eln(senx) — 11%1_ etgx.ln(senx) = %2 ;

X—>7 x—? x—>§

* Calculando o limite do expoente, temos:

In( ) COS X COS X

n(senx

lim tgx.In(senx) = lim ——— = lim_Lx2 = lim —S&0X _

P X COtgX ot —cossec?x T 1
sen? x

lir}tl_senx.cosx =1x0=0.

x5

2
* Assim, obtemos:

lim_tgx.In(senx)
liry_(senx)tgx =e"2 =e%=1.

X—>§

2.Ilustragao do problema:

3km

5km

* Cada quildmetro na extensiao horizontal custa R$200.000,00, enquanto que
cada quilémetro na direcio inclinada, ou transversal, custa R$400.000,00.

—Da ilustracao acima, temos:
y2 =32+ (5-x)2
y2=9+25—10x + x?
y =+/x2 — 10x + 34
* Logo, a expressao do custo total da obra é:
C=4x10°y+ 2 X 10°x
C(x) = 4 X 105y/x2 — 10x + 34 + 2 X 10°x
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4 x 10°(2x — 10) .
C'(x) = +2x10
2vVx2 — 10x + 34
2 x 10°(2x — 10) N

Vx% — 10x + 34
—Fazendo C'(x) = 0,obtemos:
2 x10°(2x — 10)

2 x 10°(2x — 10) s c
+2x10°=0= =-2x10
Vxz —10x + 34 Vxz —10x + 34
(2x —10) 1 (=2x +10) = J/x? — 10x + 34 =
= — —2x =+ x%2 —10x
Vx2 — 10x + 34
4x? — 40x + 100 = x2 — 10x + 34
3x2-30x+66 =0
x2—10x+22=0
A=100—-88 =12
10 + V12 10 +2v3
=g orET g ox=5Es
* Note que x = 5 4 V3 nio é possivel, pois 0 < x < 5 e, também, para esse valor
ndo temos C'(x) = 0, observe:
2 x105(2(5 +V3) — 10) _2x105(2v3)
V12

J(s +v3)° = 10(5 +V3) + 34

C'(x) = 2 x 10°

X

+2x10° +2x10° =4 x 10°.

— Logo, temos como solugdo x = (5 — \/§)km
* Calculando o custo da obra para esse valor de x, temos:
C(x) = 4 X 105y/x2 — 10x + 34 + 2 X 10°x

C(5—\/§)=4><105\/(5—x/§)2—10(5—\/§)+34+2><105(5—\/§)
C(5-+v3) =4x105V12 + 2 x 105(5 — V3)
C(5—-+v3) =8x105V3+10 x 10° — 2 x 105V3

C(5-+3) =6x10°/3 + 10 x 10°
C(5—+3) =2x105(3V3 + 5) reais.

— Devemos verificar se este é o menor custo possivel, verificando os valores
do custo parax = 0 e x = 5, temos:

C(0) = 4 x 10°V34 reais.

C(5) =4x105(3) + 2 x10°(5)

C(5) = 22 x 10° reais.

—Com esses dados, temos que C(S - \/§) é o menor valor possivel de custo
da obra.
* Menor custo = R$200.000,00 x (3\/§ + 5)

3.

a) f(x) = 3x + 2cosx + 5;mostrar que f possui exatamente uma raiz real.
* Calculemos f(0) e f(—m);

fO@=7; f(0)>0

f(—=m)=-3n+3;f(—m) <0
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* Como f é uma soma de fungdes continuas e, portanto, f também é uma fungao
continua.

* f é continua no intervalo fechado [—m,0] e f(—1) < 0 < f(0).Assim, pelo
Teorema do Valor Intermediario, existe algum nimero c em (—m, 0) tal que
f(c) = 0.Logo, f possui uma raiz real.

—Suponhamos que f possua duas raizes reais c e b, tais que f(b) = f(c) =0,
comb # c.Como f é continua em [b, c] e diferenciavel em (b, c), pelo Teorema
de Rolle, existe algum x € (b, c) tal que f'(x) = 0.

3
f'(x) = —2senx +3; f’(x)=O$Senx:§;

* Como — 1 < senx < 1,entdo f'(x) ndo possui raiz real e, consequentemente,
f possui exatamente uma raiz real.

b)A questao faz referéncia ao corolario citado a seguir:
"Se f'(x) = g'(x) para todo x em um intervalo (a, b), entio f — g é constante
em (a, b);isto é, f(x) = g(x) + c,onde c é uma constante."

x Seja F(x) = f(x) — g(x). Entéo,
F'(x) =f"(x) —g'(x)

Se F'(x) = 0,para todo x em (a, b), entao:

ffx)—g'(x) =0

f'(x) = g'(x) ;paratodo x em (a, b)
* Se F'(x) = 0 para todo x em um intervalo (a, b), entdo F é constante em (a, b).
Isto é,f — g é constante. Logo, para todo x em (a, b),temos f(x) = g(x) + C,
onde C é uma constante.

4.f(x) = x.e™" ; fazer o esboco do grafico de f(x).
* Dominio da fungao:

D(f) =R;

1) Intersegdes com os eixos coordenados:

f(0) =0.€° =0.

fx)=0= x.e X =0.x= 0.ponto (0,0).

2) Assintotas:
— Nao ha assintotas verticais ao grafico de f(x),pois f é continua nos reais.
Logo,ndo ha pontos de descontinuidade infinita.

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,

lim f(x) ou xl_i)r_noo f(x)

X—>+00
X
. . —x2 . .
lim f(x) = lim x.e™ = lim — = lim ==0
X—+00 X—+00 x—+00 X x—+00 2x. eX
X
. . —x2 . .
lim f(x) = lim x.e™ = lim — = lim ==0
X——00 X——00 x——o X x—>—00 2x.eX

—Logo,aretay = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
3) Crescimento e Decrescimento:
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f'(x) = e (1 - 2x?)
—Analisando o sinal de f'(x),temos:
S o e o i o i o o o S o o S o S

————— (;ﬁ)+++++(%)————— (1—2x2)
————— (—%)+++++(%)————— f'(x) = e (1 - 2x2)
8 =

—Da andlise acima, concluimos que:

) 1 1
f é crescente em (— ) e

V2'\2

1 1
é decrescente em (—00, ——) U (— +oo>
4 7

4) Maximos e minimos locais:
* Pela analise de f'(x), temos:

1
Em x = —— temos um ponto de minimo local e em x = — temos um ponto
V2 V2

de maximo local.

f<_%>:_%_e_%:—\/% ; ponto (—%,—\/%);

f(%):%.e_%=\/% ; ponto (%%)

5) Concavidades:

F'(x) = e (—4x) + (—er_xz)(l —2x%)
F'(x) = e (4x3 — 6%)

F'(x) = 2x.e* (2x% — 3)

—Analisando o sinal de "' (x), temos:
——————————— (0)+++++++++++ 2x
Tttt T+ A+t +++++++ e~

++++k¢3 ————————— (ﬁ)++++ (2x* = 3)

————(—j§+++{0)———<§ ++++ f(x) = e ¥ (4x3 — 6x)

2

O O
—Com essa andlise, concluimos que:

3 3
f possui concavidade voltada para cima em —\/;, 0]u \/;, +oo | e

3 3
f possui concavidade voltada para baixo em | —, —\/; U 0,\/; .

6) Pontos de Inflexao:
* Os pontos de inflexdao ocorrem quando ha mudanca de direg¢do da concavidade
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3
* Logo, 0s pontos de inflexdo ocorrememx = — E,x=0eemx=
3 3 3 3 1 V3
f—— == |-, 2 =— |—" = — ;
2 2 2 eVe e\2e
f(0) = 0;

B\_ B oL
f 2_z.e _Zex/E_e\/ﬁ’

7) Esbogo do Grafico:

3

2 )

Pl

154

5.f(x) =ax.e?; f(2)=1ef'(2) =0.
f(2)=2a.e** =1 (I)
F'(x) = e (a + 2abx?); f'(2) = e*’(a + 8ab) = 0 (II)

—Da equacio (I), temos:

1
a+8ab=0-a(1+8b)=0 -'~0ua=00ub=—§;

* Note que a = 0 ndo satisfaz a equagao (I). Portanto,temos b = 3

—Substituindo o valor de b na equacio (I), obtemos:
1

1
2a.e_5=1—>a=§\/z;
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6.9 Reavaliacao AB1-22 de Junho de 2011

1.x2 — y? = 2x + 4y ; determinar os pontos onde a reta tangente é horizontal.
* Por derivacgdo implicita, temos:

2x = 2yy' =2+ 4y’

x—yy =142y’

, x—1
Y= y+2
—Substituindo x = 1 na expressao da curva, temos:

1—y2=2+4y
y2+4y+1=0
A=16—-4 =12

V=0 x=1ey # —2;

—4+ 23
y=T$y=—2+\/§ey=—2—\/§

* Logo, temos reta tangente horizontal nos pontos (1, -2+ \/§) e (1, -2 - \/5);
* Vamos verificar se ha algum ponto onde a reta tangente é vertical;

—O0bs: o coeficiente angular de uma reta tangente vertical, se apresenta na

forma 0 ,onde k é uma constante. Logo, procuramos algum ponto da curva

ondey = —2.
—Substituindo y = —2 na expressao da curva, temos:
x2—4=2x-8
x2—-2x+4=0
A=4-16 =12
* Com A< 0 a equacao acima ndo possui solugdo em R e, portanto,nao ha ponto
da curva onde a reta tangente é vertical.

2.
2
. - x—1, sex=1
@) alclfilx—ll’*abs'lx_ll_{—(x—l), sex <1’
x?—1 ox2—=1  (x—D(x+1)
= lim =] =

T A o Am T —xlgg(x+1)=2.

*Obs:sex > 1T,x>1 =2x—-1>0.Logo,|x— 1| =x—1.

. xz—l_l_ -1 (x—l)(x+1)_1. e+ 1) = -2

o — 1] A —(x—1) o —(x—1)  aap T UEme

*Obs:sex > 17,x<1 =2x—-1<0.Logo,|x —1| = —(x — 1).
ox?-1 x*-1 o oxt-1 )

—Como lim # lim —— ,entao lim nao existe.
o1t [x = 1] xo1 |x — 1 x-1|x — 1|

1
b) xli,%l+ In(1+ x).cos (;) ;
1
—1 < cos (—) <1
g 1
—In(1+x) <In(1+ x).cos (;) <In(1+x)

* Sejam f(x) = —In(1+x) ,g(x) =In(1 + x).cos (%) e h(x) = In(1 + x), entio:
fx) < g(x) < h(x)
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E ainda, leI(I)l+ f(x)=0ce )}Lr(r)l+ h(x) = 0,ou seja, )}Lrgl+f(x) = xll)r(r)l+ h(x).Assim,

pelo Teorema do Confronto, temos, portanto,
lim f(x) = lim h(x) = lim g(x) =0
x-0% x—-0+ x—07t

1
lim In(1 + x).cos (—) =0.
x—-07% X

i Vx+2-2 Vx+2-2 Vx+2++2
c)iim——————; = =
=2 3x +2 = Vxt2-2 Yxt2+42

e (T
x—>2 (W_Z)
4/}{1_r)r%x+il_r)r%2+hm\/— V2+2+\V2=Va+V2=2+V2=2V2.

3.
a2 2 N ~
a)y, =e ¥ e y, =e*; Em quais pontos as retas tangentes as curvas sao
perpendiculares?
* Procuramos os valores de x para os quais y'1 : y'z =-1;
—x2 2
y',=-2x.e™ ; y',=2x¢e"

y’1 'Y’z = (—Zx.e_xz)(Zx_exz) = —4x2;

! ! _ 2 _ 2_1 R _ 1
*Logo,y' ry', =—1=>—-4x"=-1=x _Z”x_i_f’
* Para x = E' temos:
_1 1 1 1 1, 1,
= t=1= t o = I =e4 = . t =
yi=e 9 Pono(z %> y, = et =1e pono(2 \/E>
* Para x = —E,temos:
=gz v (~3.gg) 1 v eh = G ponto (=5, 4)
yi=e —%.pono 2% =e4 = ponto > e
b)
_(x?2—6x+9, sex>2
f(x)_{x2—2x+1, sex <2

* Analisar a diferenciabilidade de f em x = 2.
xf(2)=22-6.(2)+9=4-124+9=1

, fO-f2 . x*-2x+1-1  x*—-2x
L@ =lm———=lm —————= lim ——-=
x(x—Z)_l. _,
x->2- (x — 2) I
fo-f2 . x*-6x+9-1 _ x*—6x+8

f<2()—,}32(+,37—,}£§‘+ -2 AR oz
o x=2)(x—4 _
= CAmG-H=2-4=-2

=lim(Vx +2 +v2) = lim Vx + 2 + lim V2 =
X2 x—2 x—2
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* Como f'_(2) # ', (2),temos que f ndo é diferencidvel em x = 2.

4,
2
X“.COSX

X) = |————
f&) x2+1
* Analisar a continuidade de f.

* Obs: as expressdes x% e (x? + 1) sdo sempre positivas para todo x € R. Logo,

podemos reescrever f(x) da seguinte forma:

XZ

x2+1

*|cos x|

fGx) =

(_*
.cosx, secosx =0

fay =4 * :21

x2+1

.cosx, secosx <0

* Vendo dessa forma, f é uma funcao sentencial cujas sentencas sdo funcgodes
polinomiais racionais combinadas com fungdes trigonométricas, ambas
continuas em seus dominios. Portanto, temos que f é continua em todos os
pontos onde cos x # 0. Como a fungao cosx é uma funcao periddica e, portanto,

T 3n
a igualdade cos x = 0 ocorre para os pontos onde x = 0 + 2kmoux = - + 2km,

com k € Z,vamos analisar a continuidade de f em um desses pontos.
T T
* Vamos analisar em x = > ,cosE =0:

T2 T2

n 2 n 2
f(—)= 5 .COST = — .0=0.
ZH1 2 T4

- - x2
XIL%L fx) = XIL%L (xz n 708 x) =0;
2 2

xZ
11r7r11+ f(x) = lim (— 2 . COS x) =0;

n +1

) xX=y
T

/i
Logo,lim f(x) = 0 e,como lim f(x) = f (E) temos que f é continua em x = 5
x—>i

X%

2
* Com isso, temos que f é continua em qualquer ponto onde cosx = 0 e,em posse,

do que foi exposto acima, concluimos que f é continua nos reais.

b) f(x) = x® — x — 1; mostrar que f possui uma raiz real.
f=13-1-1=-1; f(1)<0

f2=23-2-1=5; f(2)>0

* Como f é uma funcio polinomial e, portanto, continua em [1, 2], e ainda,
f(1) <0< f(2),pelo Teorema do Valor Intermediario existe algum ntimero
c € (1,2) tal que f(c) = 0 e,portanto, f possui uma raiz real em (1, 2).

* Onde ¢ é um namero que somado ao nimero 1 é igual ao seu cubo.
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c)
2
x“, sex <1
fx) = {
Vx, sex>1
* f é uma funcdo sentencial composta por uma fungao polinomial e, portanto,
continua no dominio desta funcao; e uma funcao raiz cujo dominio esta definido
para x = 0.Como o dominio da segunda sentenca vale para x > 1, entdo temos
que \/x é continua para x > 1. Com isso, temos que f é continua em (—o0,1) U
(1, 4+).Vamos analisar a continuidade de f em x = 1:
—Dizemos que uma funcgdo f é continua no ponto x = a se, somente se,
f(@) = lim £ (x)
f=12=1;
lim f(x) = lim vx = limx=\/I=1;
x-1t f( ) x—-1t \/— x-1*
lim f(x) = lim x? =12 =1
x—1" x—1"
X—
* Como f(1) = lin} f(x),temos que f é continua em x = 1 e,com isso, temos que
X—

f é continua em R.
5.
2

X+ 2x
a) f(x) = 2_1
* Dominio de f(x): D(f) = R—{-1,1}
* Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,

lim f(x) =400 ou lim f(x) =100
x-at x-a~

;area do retangulo determinado pelas assintotas e o eixo x.

* Verificando se ha assintotas nos pontos de descontinuidade de f,ou seja,em
x=—-leemx=1:

1 1 -1
1 0 T
~ —— ——
. " x% + 2x i x (x+2) _ x(x+2) N
= —_— = = = oo
LTS i s ML L. T ooari oo ) S L T ooari oo
T I i
o+ -2 0-
o, 1 -1
[ L
. o = i X% +2x . Xx(x+2) x(x+2)
A= T T M e DD A G DD
T 7 7
0- -2 o+
—Logo,areta x = —1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
3 3
% 0 0
. . x2+2x_1_ X(x+2) x(x +2) .
an11+f(x) Tahh k21 xor x+1D(x-1) Pt (x+1D(x—-1) ®
i T T
2 o+ o+
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1 3 3

1 T T
lim FGO = 1 x2+2x_1_ X(x+2) x(x+2)
Jm f) = = I e oD ARt G Da =D
1 1 1
2 0~ 0~

—Logo,areta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,
lim f(x)=a ou lim f(x) =a
X——00

X—+00
2
x? + 2x % 1-&-z lim 1+ lim%
lim f(x) = lim YIo1 lim Zx_ = lim 3{ = X2+ X2+ 1=
x—+00 xX—>+00 X4 — x—+00 X . x—)+ool__ lim 1— lim =
X X  x-+oo X—+00
14+0 _ 1 _
1-0 1 X
x? + 2x % 1+Z lim 1+limz
lim f(x) = lim 2—1 = lim Zx—_l = lim =X2=% X—>= 1 =
o e e 2 7 71 —-= lim 1- lim =
X X X——co x——00 X
1+0 _ 1 _
1-0 1

—Logo,aretay = 1éuma assintota horizontal ao grafico de f(x).
* Area do retangulo formado pelas assintotas e o eixo x:

A=1-0x(1-(-1))=1x2=2uA
b) Como as assintotas verticais assintotam o grafico as proximidades do ponto
de descontinuidade, elas nao interceptam a curva.Vamos verificar a assintota
horizontal y = 1;
x? + 2x

1
— — 2 — a2 — . — .
f(X)—lﬁm—lix +2x =x —1$2X——1~X——E,

* Logo, a assintota horizontal intercepta a fungdo no ponto (— > 1).
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6.10 Reavaliacao AB1-25 de Junho de 2011

1.
c:x>—y?2=3 e cp:x?—4x+y*2+3=0

* Da expressdo da primeira curva, temos: y* = x* — 3. Substituindo na essa
expressdo na segunda curva, obtemos:
x2—4x+ (x*-3)+3=0
2x2—4x =0
2x(x—2)=0
x=0oux=2;
* Note que para x = 0 a expressdo y? = x? — 3 ndo possui solucio em R. Logo,
para x = 2,o0btemos:
y2=22-3
y2=4-3
y?=1
~y=ley=-1
* Pontos de intersecao entre as curvas: (2,1) e (2,—1).

—Angulo ente as curvas no ponto (2,1):
* Por derivacdo implicita, temos:

X 2
ci: 2x —2yy'=0; y' = 5 .no ponto (2,1) temos y; = 1= 2.

0
.no ponto (2,1) temos y; = 1= 0.
2—0
1+ 2.0

Cp:2x—4+2yy' =0; y,' =—

tga, = | | 2 & ay = arctg(2)

|1+J’1 ‘Yo

—Angulo entre as curvas no ponto (2,—1):
X 2

’:—:—:—2_

Y1 y -1

, o x—2 2—2_0_O

L yi- 2_0 | | = arctg(2)
g“2—1+y1 v 1-20 1 S ay = arctg

* Logo, 0 angulo entre as curvas nos pontos de intersegdo é a = arctg(2).
2.

(=)
a) lim|x? — 1] - 2°\1=x/ ;
x-1

1< ( !
_Cosl

)1
)x—1|

x) e h(x) = |x? — 1|, entdo

—|x2 =1 < |x?—1]|- cos(

* Sejam f(x) = —|x? —1],g(x) = [x?> — 1] - cos(1
f(x) < g(x) < h(x)

* Obs:sex > 1%,x2 —1 > 0.Logo, |x? — 1| = x? — 1. Assim, temos:
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lim f(x) = lim —(x?—=1) = lim —x?>+ lim1=-1+1=0;

x—-1t x—1t x—-1t x—-1t

lim h(x) = lim (x> —1) = lim x> - lim1=1-1=0;

x—1t x—1t x—1t x—1t

* Obs:sex > 17,x2 — 1 < 0.Logo, |x? — 1| = —x? + 1. Assim, temos:
lim fx) = lim —(—x%+1) = lim x? — lim 1=1-1=0;

llm h(x) = llm —-(x?2-1) = llm —x? +11m1——1+1—0

xX—>—

* Como lim f(x) = lim f(x),temos que lim f(x) = 0e, lim h(x) = lim h(x),
x—-1t x—-1~ x—>1 x—-1+ x—>1~
temos que lin} h(x) = 0.
xX—
* Assim, se f(x) < g(x) < h(x) e lirr} flx) = lin} h(x),podemos garantir, pelo
x> xX—

Teorema do Confronto, que lirr} flx) = lirr} h(x) = lin} g(x) = 0. Portanto,
Xx— xX— xX—

COS(L)
lim|x? — 1] - 2°°°\1=x) = 0
x—-1

by lim ot B DA D) e oy
Ty i gy S Ime s

limx? +lim3x —lim2=22+3.(2) —-2=4+6-2=8.
xX—2 xX—2 X—2

V3+x—-V5-x <\/3+x—\/5—x.\/3+x+\/5—x>_

c) lim = lim
x—1 x—1 x-1 x—1 V3+x++V5—x

lim 3+x—(5-x) _ i 2x — 2
im =
x—>1(x—1)(\/3+x+\/5—x) =1(x —1)(V3+x+V5—x)
lim 2(x — 1) i 2 lim 2
im =
xﬁl(x—l)(\/3+x+\/5—x) >14/3 +x+/5—x lirr}\/m+lirr}\/m
x— X
_ a2 _ 2 2 2 1
\/hm3+hmx+\/lim5—limx V3+1+V/5-1 Va++/4 4 2
x—=1 x-1 x—1
3.
—(X b)Z
f(x) =ae 2
a —(x—b)?
a) f'(x) =5=-(=2)(x—b)-e 27
—(x-b)?

f'x) = ——(x—b)e BEZ

b)

Lf(2) = 44]”(2) =0 :

i f(0) = f'(0) =

—Com as informacoes obtidas em i), obtemos :
—(2-b)?

f(2) =ae 22 =4;
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f(2)———(2 b)e 27— f'(2) = — 4=0>b=2

—Comas mforma(;oes obtidas em ii), obtemos
—(x=2)? -(0-2)*

f(x) =ae 22 ; f(0) =ae 22 =ae c2 f(0) =4.e72
2

ae ?=4e?* >2a=4ec=+1

—(2-b)* (2-0b)
2z

—(x-2)? g -2
c2

f(x)———(x—Z)e 2c2 5 f1(0) =

* Portanto,temosa =4,b =2ec = +1.

4,

a)y = x3 —3x; Determinar x quandoy = 1;

*Seja f(x) =x3—-3x—1;

f(=2)=(-2)%*-3(-2)—-1=-8+6—-1=-3;
f(-D)=(C-1D3-3(-)-1=-1+3-1=1;

* Como f é uma fungio polinomial e, portanto, continua em [—2,—1], e ainda,
f(=2) <0< f(—1),pelo Teorema do Valor Intermediario existe algum c, em
(—=2,—-1) tal que f(c;) = 0.

f-D)=(C-1)2-3-1)-1=-1+3-1=1;
f(0)=03-3(0)—-1=0-0—1=—1;

* Como f é uma fungio polinomial e, portanto, continua em [—1,0], e ainda,
f(0) <0< f(—1),pelo Teorema do Valor Intermediario existe algum c, em
(—=1,0) tal que f(c,) = 0.

f(0)=0-30)-1=0-0-1=-1;

f2)=23-32)=8-6-1=1;

* Como f é uma funcio polinomial e, portanto, continua em [0,2], e ainda,
f(0) <0< f(2),pelo Teorema do Valor Intermediario existe algum c, em
(0,2) tal que f(c,) = 0.

— Como f é um polindnio de grau 3, f possui,no maximo, 3 raizes reais — ja
determinadas acima pelo Teorema do Valor Intermediario.

* Logo, existe algum x pertencente a cada intervalo tomada acima, que a curva
y = x3 — 3x intercepta a curvay = 1.

b) v(t) = f(2*®); Calcular a(1) sabendo que x(1) = 3,f'(8) = —2 e f(8) = 2.
a(t) =v'(t) = x'(¢t) - 2x(t) . In(2) - f’(zx(t)); x'(t) = v(t)

a(t) = v(t) - 2x(t) -1n(2) .fr(zx(t))

a(t) = f(zx(t)) . 2x(t) -1n(2) .fl(zx(t))

a(l) = f(zx(l)) . 2x(1) -1n(2) .f’(zx(l))

a(1) = f(2°)-2°-In(2) - f'(2%)

a(1) = f(8)-8-1In(2) - f'(8)

a(1) =2-8-In(2)-(-2)

a(1l) = —32In(2)
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5.
2x —4

a) f(x) Nk
* Dominio de f(x):
D(f)={xeR|x<—-1oux > 0};
* Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,

lim f(x) =400 ou lim f(x) =t

x—at x—a~

* Verificando se ha assintotas verticais nos pontos de descontinuidade de f,ou

seja,a esquerda de x = —1 e a direita de x = 0, temos:
-6
A
—_——
lim F(x) I 2x — 4 I 2x — 4
im f(x) = limM —= lim ——=—w
x——-1" x—>—1—w/x2 + x x—-—-1" /x(x + 1)
I
0+
—Logo,areta x = —1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).
-4
R
——t—
lim () = I 2x — 4 I 2x —4
im f(x) = lim ——= lim ———= —»
x—07t x-0% \/x2 + x x—07t /x(x + 1)
1
0+

—Logo,areta x = 0 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,
lim f(x) =a ou lim f(x)=a
X——00

X—+0o0
S ZXI _I 4 2x — 4 ,_ 4
. T X — T X T X T T x _
Jim fC) = lim Nl m JZ 1 x Am JZrx m T
—_— —_— 1+-
x| Va2 X
. .4
A2 My _2-0 2 2
1
Jlim 1+ lim 1 Vito Vi
xX—+00 x—>+00 X
—Logo,aretay = 2 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
2x — 4 2x — 4 4
im fG) = tim 2% = jim 1A —— i 2t
im f(x) = lim ——= lim ————= lim —=—= lim =
X—>—00 x—»—oo,/x2 + x X——00 ,/x2 + x X——00 ,/x2 + x X——00 1 + 1
BE 2 x
. .4
ot 2Ty 240 2 -2
. 1 Vi+o v1 1
lim 1+ lim =
xX——00 x——o0 X
—Logo,aretay = —2 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
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* Pontos de intersecio entre as assintotas: (0,2),(0,—2),(—1,2) e (—1,-2)

b) Vejamos aretay = —2:
fa)=—25 2% _
x)=—-2=> - _
5 Vx2 +x
—X + 2
=12 —x+2=+x2+x=>(—x+2)?=(/x2+x
ViZtx ) ( )
x>’ —4x+4=x*+x=>5x=4 .-.ng;
4
* A assintota horizontal y = —2 intercepta a curva em <§, —2) ;

*Vejamos aretay = 2:

2x — 4 X —2 2
=2 ——=12x—-2=yx24+x>(x—-2)>=(Vx2+x
VxZ +x Vx2 +x ( )

4
x2—4x+4=x2+x:>5x=4.-.x:§;
4
—Pergunta' afinal,qual é a imagem de T ?
12 12
—2;

16 4 f
\] 25 1
* Portanto, a assmtota y = 2 ndo intercepta a curva f(x).Logo, somente a reta
y = —2 intercepta a curva.

c)
£x) = {x“‘.sen (%) sex#0

0, sex =20
* f é uma funcao sentencial continua onde suas sentengas estao definidas
para seus dominios.

1
* Obs:para x # 0 note que sen (;) estadefinido;

* Com isso, temos que f é continua em (—o,0) U (0, +) . Devemos, agora,
verificar se f € continuaem x = 0.
—Dizemos que uma funcgdo f é continua em x = a se, somente se,

f(a) = lim f(x)
1) f(0) = 0;
1
2) chl_l‘)r(l) fx) = chl_l‘)r(l) x*.sen (;) ;
1
—1 < sen (;) <1

1
—x* < x*.sen (—) < x*
X

1
x Sejam g(x) = —x*, f(x) = x*.sen (;) e h(x) = x*,entdo g(x) < f(x) < h(x).
E ainda,lim g(x) = 0 e lim h(x) = 0, ou seja,lim g(x) = lim h(x),pelo Teorema
x—0 x—0 x—0 x—0

do Confronto,temos lim g(x) = lim h(x) = lim f(x) = 0. Logo,
x—0 x—0 x—0
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1
. 1 4 —) =
chlil’é f(x) = chl_r}(l)x .sen (x) 0
3)f(0) = }Cl_r)r(l) f(x) ; Portanto, f é continua em x = 0 e, consequentemente, pela

continuidade afirmada anteriormente, temos que f é continua em R.
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6.11 Reavaliacao AB2-22 de Junho de 2011

1. y = x%; coordenada x(medida em metros)
dx
dt
em x = 3 metros;

* Y =m=tga -~ a=arctg(y’) ;
a = arctg(2x)

—Pela Regra da Cadeia, temos:

da _ da dx
dt dx dt
! — . 1
“(B) =310
0 = 20
A T 4
—Quando x = 3 metros, obtemos:
') = 20 B 20 B 20 _20 p
O =T a3 1540 1536 37 45
2.
e*+e™”* e¥ —e™™
f(x) = cosh(x) = — g(x) =senh(x) + 2 = — + 2;
* Intersecao entre as curvas:
f(x) =gx)
e"+e"‘_e’c—e"c+2
2 2
e*+e™* e"—e"‘_2
2 2
2e™% _
=
e X¥=2
—x =1In(2)

x=-—1In(2) =1In (%)

7o)« LTS o (1)

—Calculando a inclinagdo da reta tangente nesse ponto:

f(x) = cosh(x)
f'(x) = senh(x)
eln(%) _ e—ln(%) 1 -2 — 2 3

(n(3) =sem(in ) =52
f'\Inlz)) = senh{ln{z)) = 2 T2 T2 Ty
—Equacao da reta tangente:

5 3

y=3==2Cc+In(2)
3 +5—3ln(2)

y="z* 4

[Dolen

3.Ilustracao do problema:

= 10m/s; Determinar a taxa de variacdo da inclinacao da reta tangente
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T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
24em : 24em
|
|
I
|
I
|
|
|
|
|
A

36em 18¢m

24em Base

36em
—Expressado para o volume do sélido gerado:
V(x) = (36 —4x)(24 — 2x)x
V(ix) =409 —x)2(12 — x)x
V(x) =8x(9—x)(12 — x)
V(x) = 8x(x? — 21x + 108)
V(x) = 8(x3—21x? + 108x)
V'(x) = 8(3x? — 42x + 108)
V'(x) = 24(x? — 14x + 36)
—Analisando o sinal de V'(x), obtemos:
+++++(7—.\/1_3)————(7+\/1_3)+++++ V'(x) = 24(x? — 14x + 36)
O

* Com essa analise encontramos um ponto de maximo local em x = (7 —V 13).

Logo, ao cortarmos quadrados congruentes com lado medindo x = (7 -V 13)cm
obtemos a caixa de maior volume.

4.
a)

] sen?(mx) ~ m.sen(2mx) (1 4+ nx).m.sen(2mx)
lim ———— = lim = lim =
x-0[In(1+nx)]? x-02n.In(1+nx) x-0 2n.In(1 + nx)

1+ nx
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n.m.sen(2mx) + (1 + nx).2m?. cos(2mx) B

}Cl_rg 2n?
1+ nx
(1 + nx)[n.m.sen(2mx) + (1 + nx).2m?2. cos(me)]
x—>0 2712
(1+n.0)[n.m.sen0 + (1 +n.0).2m?.cos 0] _2m?* _ (m)z_
2n? T 2n2 \n/
sen?(mx)
* Como llm— 1, entao:

x~0 [In(1 + nx)]?

m
(E) =1 = m? =n?,ou ainda, |m| = |n|.

b)
y = (\/E)x e* ; Determinar as abscissas dos pontos onde y' = 0.
Dominio da funcao:
D(y)={x€R|x >0}
Iny = ln(ﬁ)x + Ine*
X

Iny=Inx2+x.lne

x
Iny = > Inx +x

—Por diferenciacao logaritmica, temos:

,—11 +1+1
y—z.nx >
y' 1 3
=] -
y 2 nx+2

1
y' = SV (Inx +3)
1
y' = E(\/E)x.e"[lnx + 3];

1
y=0oIhx+3=0>Inx=-3 -'-x=e‘3=;;
- Em x = — tem uma reta tangente horizontal!

e
5.

10x _—20x—10_ " _60x+60
fx) = ( —1)3’ (%) W f(x)—m

* Dominio da funcao:
D(f)={xeR|x#1};

1) Intersegdes com os eixos coordenados:

10.(0) 0
f(0) = m= 3= 0; ponto (0,0).

f(x)=0=>10x=0..x=0.

2) Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
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dos seguintes casos,
lim f(x) =40 ou lim f(x) =t
x—at x-a~
* Verificando se no ponto de descontinuidade x = 1 existe uma assintota:

10
T

. L
RSO ey
e
0+
* Obs:se x > 1%*,x > 1.Logo,x — 1 > 0.
lTO
. _ 10x
A= G T

l
o-
* Obs:sex - 17,x < 1.Logo,x —1<0.
—Assim,areta x = 1 é wma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,
lim f(x) =a ou lim f(x)=a
X——00

XxX—+00
10x
y R (2 S 10x . Tl
A ) = i s = I s s ar 1 AP 3 31
|x|
10x
I B y 10 0
= lim —————— — = lim =0.
x—+0 X 3x*+3x—1 x>+ x2_3x+3_1
X X
7
+o00
—Logo,aretay = 0 é a assintota horizontal ao grafico de f(x).
3) Crescimento e Decrescimento:
‘() = —20x — 10
f =
—Analisando o sinal de f'(x), temos:
t+++++++(-1/2)————————— (—20x — 10)
FFF+++++F T +++++ @D +++  (@-D*
FFFFFFFFCE172) - —— (D ———  f'(x) =(-20x—10)/(x — 1)*
O (=
—Da andlise acima, concluimos que
1
f é crescente em (—00, _E) e
1
f é decrescente em <_E' 1) U (1,4+)
4) Maximos e minimos locais:
* Temos um ponto de maximo local em x = — E;
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2 1 3N —27 27’ '27
(-z-1) (-2 s
5) Concavidades:
. 60x + 60
f'(x) = m

—Analisando o sinal de f'"' (x), temos:
——————— (-D++++++++++  (60x +60)

———————— S ————WFFFFF @-1)°
FFFFFFFCED————(mFFFF+ f"(x) = (60x +60)/(x — 1)°
o o

—Da andlise acima, concluimos que

f possui concavidade voltada para cima em (—o,—1) U (1, +)
f possui concavidade voltada para baixo em (—1,1)

6) Pontos de Inflexao:

* Os pontos de inflexdao ocorrem,nos pontos do dominio de f, quando ha
mudancga na direc¢ao da concavidade.

* Temos um ponto de inflexdao em x = —1.
(1) = 10(-1) -10 -10 10 5 . ( 15)
IV =a =y~ =g ~ 8 & roe7lg)

7) Esbogo do Grafico:

Max
Inflexéo

i
Interse ;é:o

T T T ™ T T T ™ T ¥ T T T T T T T
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o }I 2 3 4 5 [ 7 8 9
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6.12 Reavaliacao AB2-25 de Junho de 2011

1.
a) Linearizagdes das fungdes f(x) = tg(x) e g(x) = sen(x) emx = 0.
—Linearizagio de f(x) em x = 0:

Ly(x) — f(0) = f'(0).(x — 0)
Li(x) —tg0 = (sec?0).x
Li(x)—0=1.x
Li(x) =x
—Linearizagio de g(x) em x = 0:

Ly(x) —g(0) = g'(0).(x — 0)
Ly(x) —sen0 = (cos0).x
Ly(x)—0=1.x

Ly(x) =x
T
b) Calculando L,(x) e L,(x) para x = 3 obtemos
L (E) =2 =052

6/ 6

* Vejamos:

T 1 T 1
- tg(g) = E = (0,58 e sen(g) = 3 =0,5;

— Com isso, temos que a linearizacio da fungio sen(x) é mais precisa do que
a linearizacgdo da funcio tg(x).

* Podemos chegar a essa conclusao calculando a distancia entre os pontos
encontrados para cada funcao e aretay = x.

—Fazendo isso, temos:

(ﬂ)_\/g' . T 3 _ (n)_l_ . (n 1>
f\g) =5 iponto (g 3] 5 9lg) =3 ponto (g3
E_E —2\/§—T[ 2\/§—n
d _|y_x|_ 3 6_ 6 _ 6 _2\/§—7T
I V2 V2 V2 V2 62
1 = 3—7 -3+
=|y—xI=|7—8|=| 6 |_ 6 _rm—3

SN R B N

* Notamos que a distancia do ponto da funcado g esta mais proximo da reta da
linearizacdo do que o ponto que pertence a fungao f.
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400m

Sombra D

T

L
Sl

* No enunciado da questao, temos que

— = —0,25rad /min ; o sinal negativo indica o decrescimento do angulo.

dt
g = 400 oy 400
T
—Pela Regra da Cadeia, obtemos:
dx _ dx do
dt  do dt
dx 400.sec? 6 (—0.25)
at tg2 0 ’
dx 100, sec? 6
dt  tg?6

s
—Quando 0 = gradianos, a velocidade com a qual a sombra do prédio esta

crescendo é:
dx 100. secz%

dt 2
4 N 6
dx 100.§
Fri T = 400m/min
3
b)
. In(In x)
lim (In x)E*D = lim MDY |y oteG-DInnm) - ¢ Livcotel-D);
x—-1 x—-1 x—-1
* Calculando o limite do expoente, temos:
1 1
In(In x) _ * Tnx . —sen’(x—1)

st cotg(x — 1) et cossec?(x —1) bt x.Inx
—2sen(2x —2) —2sen(0) -2.(0) 0 0
ot Inx+1  Inl+1 041 1
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* Portanto, obtemos:
In(In x)

lim —oUnx)
lim (In x)BG-1) = exorreotgx-1 = g0 = 1,
x-1

3.
a) f(x) =5+ 3.(x —1)?/3;
f(0)=5+3.(-1)*3=5+3.(1)=5+3=8.
f(2)=5+4+3.(1)*=5+4+3.(1)=5+3=8.
—Logo, temos f(0) = f(2);

2

f'(x)=_vm;
f'(x) #0,VxER|x #1;

* 0 fato de que ndo existe um nimero c € (0,2) tal que f'(c) = 0 ndo contradiz
o Teorema de Rolle, pois, f nao é diferenciavel em (0, 2). f ndo é derivavel em

x = 1,embora f seja continua em [0, 2].

b) f(x) = cosh(x) e g(x) = senh(x) ; intersecdo da reta tangente a f,no ponto

emque x = 0,com a funcgao g.
f(0) = cosh(0) = 1; ponto (0,1).
f'(x) =senh(x) ; f'(0) =senh(0) = 0.
—Equacgio da reta tangente no ponto (0,1):
y—1=0(x—-0)
y—1=0
y=1

—Intersecio com a fungio g(x):
g(x) =1=senh(x) =1

e —e™
> =

e¥X —e™* =2
1

ef———-2=
ex

e?* —2e*—1=0

—Fagamos a substituicao b = e*,entdo b > 0,Vx € R.
b?—-2b—-1=0

A=4+4=28

2+ 22
= — (b>0)

b=1+v2
b=ex:x=lnb-°-x=ln(1+\/§)

* Intersecao: (ln(l + \/E) , 1)

b

4,
1
V=mnr’h; nr*h = 1dm?®; h=— (I)
r

A, = 2nrh; custo: R$2,00
Ags = 2mr?; custo: R$3,00
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* Custo total (C) : C = 24, + 34g,;C = 4nrh + 6mr?
* Substituindo a equacao (I) na expressao do custo total, obtemos:

1
C(r) = 4nr.— + 6mr?
nr
4
C(T) = ; + 6mr?

C'(r)= —% + 12nr
12nr3 — 4
r2
—Analisando o sinal de C'(r), temos:

( 1 ) ') = 1213 — 4
————————————— 75 FrAH A O =
1 < .
* Parar = ;—=dm obtemos o menor custo para a construgao do cilindro.
V3m
1 Von?
Logo,h = — h= dm.
nr

5.Esbogar o grafico da fungio f(x) = e*.senx no intervalo [0,2m].

1) Intersegdes com os eixos coordenados:
£(0) = e°sen(0) = 1.(0) = 0.ponto (0,0)
fx)=0osenx=0 ~x=0;x =mex = 2m.
* Intersecoes: (0,0), (m,0) e (2, 0);

2) Assintotas:
—Como ndo ha pontos de descontinuidade em f,nao ha assintotas verticais!

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,
lim f(x) =a ou lim f(x)=a
xX—+00 X——00
xl_i)r;noo flx) = xl_i)l;noo e*.senx;
—1<senx<1
—e* < e*.senx < e*
* Sejam g(x) = —e* e h(x) = e*, entdo temos g(x) < f(x) < h(x) e,ainda,
xl_i)moog(x) =0e xl_i)moo h(x) = 0. Assim, pelo Teorema do Confronto, temos:

lim f(x) = 0.Portanto, lim e*.senx = 0.
X—>—00 X

—Logo,aretay = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

3) Crescimento e Decrescimento:
f'(x) = e*(senx + cos x)
—Analisando o sinal de f'(x), temos:

R i o o i A e e SR e*
OoO+++++@Bn/4)—————— (Tn/49)+++++ (2n) (senx + cos x)
O FF+++ @/ —————— T H+++++2rn) f'(x)

=Da analise acim®, concluimos que <
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f écrescente em (0,31 /4) U (7/4,2m) e
f é decrescente em (3n/4,7m/4)

4) Maximos e Minimos locais:
—Pela analise de f'(x) temos:

] 3 \/56%1
* Ponto de maximo localem x = 3w /4 ; ponto 7
] 7 \/fe?Tn
* Ponto de minimo local em x = 7m/4 ; ponto R
5)Concavidade:
f"(x) = 2e*.cosx
—Analisando o sinal de "' (x):
oO+++++@/2)—————-— Br/2)+++++ (2m) cosx
+++++++ +++++++ +++++++ 2e*
(U)+++++(n‘z) —————— (572&)+++++(17I) f"(x) = 2e*.cosx

—Dessa andlise, concluimos que

T 3n
f possui concavidade voltada para cima em (0, E) U (7, 27t> e

m 37
f possui concavidade voltada para baixo em (E'7>

6) Pontos de Inflexao:

* Os pontos de inflexao ocorre quando ha mudanca na diregao da concavidade.
Logo, temos ponto de inflexdioem x = /2 eemx = 3mn/2;

T m T

f (E) = e%; ponto (E,ef)

3w 3n 3n 3n
f(—) = —e 2 ; ponto (7,—ez> ;

7) Esbogo do Grafico:

..............................
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* 0 ponto de minimo local esta ilustrado abaixo!

(-3.57, -162.73)

-163;

-164

-165:

-166-

~168:

-169

=171

-172:

=173

174

Minimo

(17.83, -174,53)
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6.13 Avaliacao Final-01 de Julho de 2011

l.a>0; n=0;f(x) =x®"*D + ax + b ; provar que f nio pode ter duas raizes
reais distintas.

* Suponhamos que a funcao f possui duas raizes reais distintas, c e d, tal que
fle)=f(d) =0.
* Como f é uma funcao polinomial e, portanto, continua em [c, d] e diferenciavel
em (c,d),com f(c) = f(d),podemos afirmar pelo Teorema de Rolle que existe
umx € (c,d) tal que f'(x) = 0.
ffx)=0Cn+ Dx*"+a

’ — 2n _— a
f'x) =0= x" = Znt D
* No entantro,x?™ > 0,Vx € R.Logo, f'(x) nio possui raiz real e, portanto,
f ndo pode ter duas raizes reais distintas.

;comoa>0€2n+1>0temosquex2"<0;

2.

cabo,

Sm
caboy

3m

15 —x A .

L l
/I 1om /‘

cabo; = \/52 + (15 — x)? = cabo, = \/x2 —30x + 250

cabo, =x*+9

Quantidade total de cabo — guia usado: Q = cabo, + cabo,.
Q(x) = /x2 — 30x + 250 + Vx2 + 9

, 2x — 30 2x
Q'(x) = +
24/x2 —30x + 250 2/x% +9
x — 15
Q'(x) = + .fazendo Q'(x) = 0 temos:
Vx2 —30x+250 Vx2+9 !
x —15 X _>x—15_ x2 —30x + 250
VxZ2 —30x+250 Vx2+9 —-X x2 49 '
2
(x—lS)z_ x2 —30x+250\  x*—30x+225 x%—30x+250
—X N x2 49 N x2 B x24+9

x* —30x3 4+ 225x% 4+ 9x% — 270x + 2025 = x* — 30x3 + 250x2
16x% + 270x — 2025 =0
A= (270)2 — 4.(16). (—=2025) = 202500
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_ —270+450 180 90 45
XT3, *= 32 "1 8™

O outro valor para x é negativo, como trata — se de medida.x > 0.

3.
a) nm( 2x 1 )= im, <2X(x—3)—ln(x—2)>=

x-3+ \In(x — 2) T x-3 (x —3).In(x — 2)

1
. (2x* —6x —1In(x —2) _ X -6--—>
xllgl‘“ (x—3).In(x - 2) - xllgl x—3|"
' In(x -2) +3—
5
0
: (4x—6)(x —2)—1 _ 4x2 — 14x + 11
= lim = 4o
x>3t\(x —2).In(x —2)+x—3 x-3+t (x —2).In(x —2) +x — 3

)
ot

Pd"~l'<2x 1)55

* - .

o definigao, lim, \fe—25~ 33

b) Se o grafico fosse da primeira derivada de uma funcéo f, o ponto (c,0),
onde f'(c) = 0 é classificado como um ponto critico! Onde podemos ter f(c)

sendo um valor maximo ou minimo local, neste caso, temos um ponto de maximo
local em x = ¢, pois a funcao passa de crescente a decrescente em x = c.

c) Se o grafico fosse da segunda derivada da funcao f,como ha mudanca na
diregdo da concavidade em x = c,temos que o ponto (c,0) é classificado como
ponto de inflexao, na verdade, (c,f(c)) € o ponto de inflexao!

4,

_( x8, sex <1,
f(x)_{mx+b, sex>1

a) Relacao entre m e b para que f seja continua em x = 1.
—Dizemos que uma funcgdo f é continua no ponto x = a se, somente se,

f(a) = lim £ (x)
Df)=13=1.
2) lin} f(x) ;note que devemos calcular o limite lateral a direita de x = 1, pois
xX—

o limite lateral esquerdo ja satisfaz a igualdade acima!
lil‘{lJr flx) = lil‘%(mx +b) =m+ b;
x— x—

3)f(1)=xli_)r§1+f(x):>1=m+b sm+b=1()

b) Como f é uma funcao sentencial composta por fungdes polinomiais, temos
que f é diferencidavel no dominio de cada sentenca, ou seja, f é diferencidvel
em (—,1) U (1, +x).Para que f seja diferenciavel em R devemos encontrar
os valores de m e b para que exista f'(1).

—Calculando as derivadas laterais em x = 1, temos:

f'_(1)=JLI¥%: lim -1 i (x—DE*+x+1) _

x>1- x—1  x-17 (x—1)
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liril_(x2+x+1)= lirgl_x2+ lim x+ lim1=1*4+1+4+1=3.
X— X—

x—-1" x-1"

, . f)-f1) mx+b-—-1 . B
f.)= xll»r%xT = xll)r%? ;pela equagio (I),temosb =1—m
. mx+b-1 - mx+1-m-—1 - om(x—1)

lim ———— = lim = lim —— = limm=m

x-1t x—1 x—-1+ x—1 x—1t (x — 1) x—1t

—Dizemos que f é diferencidvel em x = a, se as derivadas laterais existem e
sdo iguais.Logo,f'_ (D) =f" . (1)=>3=m.m=3.

* Com m = 3, substituindo na equacgao (I),obtemos b = —2.

* Com esses valores de m e b, temos f diferenciavel em R.

¢) Determinar f'(x):

_( x3, sex<1,
f(x)_{Sx—Z, sex>1

- Sejax + Ax < 1 e, consequentemente,para x < 1 temos:
flx + Ax) — f(x) i (x + Ax)3 — x3 . 3x2Ax + 3xAx? + Ax3
= lim

f1) = Alylcr—r}o Ax " Ax-0 Ax = A0 Ax
~ Ax(3x? 4+ 3xAx + Ax?) 5 5 5
= lim = lim (3x* + 3xAx + Ax*) = 3x

Ax—0 Ax Ax—0
- Seja x + Ax > 1 e, consequentemente,para x > 1 temos:

) = 1 f(x+Ax)—f(x)_l_ 3(x+Ax)—2—3x+2_1_ 3Ax_3
fix) = oty Ax = A0 Ax T a0 Ax
—Assim, uma expressao para f'(x) é:

reon _ (3x%, sex <1
f(x)—{ 3, sex>1
5.
* Sobre o retangulo temos:
b% + 12 = 100 = [ = /100 — b2
* A area do retangulo em funcao da medida da base:
A=b.l
A = b/100 — b?
* Como A e b estao em funcao do tempo entao: .
A(t) = b(£)y/100 — (b(1))?
—2b(t).b'(t : <
A(t) = b'(t)Jloo — (b(®)* + b(2). (2b® ') i
2./100 — (b(®)”
b(t)%.b'(t '
A'(t) = b’(t)\/lOO— (b(t))2 — (b b'®)
100 — (b(D)”
Da questido temos: b'(t) = —2 e b(t) = 6dm . Logo, obtemos:
36.2 72
A(t) = -2V100 - 36 + ———=—-16+ — = —16+9 = —7dm?/s
V100 — 36 8 /
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* Obs: o sinal negativo usado nas taxas indicam o decrescimento das areas, tanto
do retangulo inscrito quanto a area do circulo.

6.
1—x? _ N
a) y = arcsen 1722/ encontrar o ponto de inflexao!
, —2x(1+x?) —2x(1-x?) 1
= 1+ x2)? v
1-(5%)
, 4x 1
N ) i v
, 4x (1+x%)
Y =T 0+ x2? 20«
e =m0 =

—21x|(1 + x2) + 2x [";—l (1 +x2) + |x]. (20)

"o_

Y= [xI(1 + xD)]2
. 4x?|x|
YT+ x2)2
o Al
- (14 x2)2

* Obs:note que a segunda derivada da funcao y é sempre positiva, ou seja,
y'"" > 0,Vx € R e, portanto, ndo ha mudanca na direcao da concavidade e,
consequentemente, ndo ha ponto de inflexdao emy.

b) f(x) =x3+x+1; g(f(x)) = x;determinar g'(1).
* f'(x) =3x2+1
—Sobre a derivada da funcao inversa, temos:

1
g (fx) = e

g >f)=1
f)=1=2x3+x+1=1=2x3+x=0=2xx?>+1)=0-x=0
—Logo, temos:

1

£(0)
1

I =30z r1

g'(f(0) =
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a) f(x) = x5¢"*; determinar f'(x).

In f(x) = Inxse"*

Inf(x) =senx.lnx

—Por diferenciagdo logaritmica, obtemos:

f'(x)
f(x) )
f'(x) = f(x)|cosx.Inx + senx.;]

=cosx.lnx+senx.—
X

1
f'(x) = xsen~x [cosx.lnx + senx.;]

b) f(x) =In|secx + tgx| ; determinar f' (%)

secx.tgx + sec’ x

fe)= secx + tgx
, secx (secx + tgx)

f'x) =
(secx + tgx)

f'(x) =secx

I I

f (Z) = secZ = \/E

8.

a) Estimar o valor de V262.4 funcdo original para o calculo é:

2 1 2
f(x) =x3 = i/? Ou ainda, f(x) =x.x 3e f'(x) = ==
33x

* Dos valores proximos a 26, temos como valor conhecido V27
* Logo, queremos f (27 — 1).
Sobre diferenciais temos:
dy = f'(x).dx e Ay = f(x + dx) — f(x)
Sabemos que em dif erenciais dy = Ay, entao:
flx+dx)—f(x) = f'(x).dx

Se queremos f(27 — 1) temos que x = 27 e dx = —1,logo:

2
F@7=1) = f@7) = = (D)
F6) - V27 = -

9

2
f(26)5—§+9

79
f(26) = 5

b) y = cosh x ; determinar os pontos onde y' = 1.
y' =senhx; y'=1=senhx =1
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— Facamos a substituicdo b = e*,logo, procuramos b > 0, ja que e* > 0.

b?—-2b—-1=0
A=4+4=8
24+ 2v2
b = — (b >0)
b=1++2
b=e*
x=1Inb
x=ln(1+\/—)
1
eln(1+72) 4 g=1nl1+42) _ 1+vV2 -
y = cosh(In(1 +v2)) = > > 14V2 _
22 +2
—_—=1; ortanto, o ponto em questao é (In 1++2 ,1).
2+2V2 P P 1 (in( ).1)
9.

W= =20 iy o O
f@ =g /W=t i/ G- D"

* Dominio da funcao:

D(f) =R—-{1}

1) Interseg¢des com os eixos coordenados:
03 0

f(0) = m =1 0. ponto (0,0)

f(x)=0=x3=0.x=0. ponto (0,0);

2) Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,

lim f(x) =40 ou lim f(x) =t

x—-at x-a~
* Verificando se ha assintota vertical no ponto de descontinuidade de f,ou
seja,emx = 1.

1
0
x3 3
llm flx) = hm (x 1?2 = ler?er =400
I
ot
1
0
x3 _ X3
11m flx) = hm = lim ———= =+

(x ) x—-1" (x - 1)2
1
ot
—Logo,areta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,
lim f(x) =a ou lim f(x)=a
X——00

X—>+00
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X3

lim £ = lim —— = lim o=l

x_l)flloof x)_x—lgloo(x—l)z_x—l>r4poox2—2x+1_x—l>r+noox2—2x+1_
xZ

lim = 400

x—>+ool_g+x_12
x3

lim_ f() = Jim = tim = lim A=

A )= e = I e 1 A T
xZ

l *

U

X x?

—Logo, ndo ha assintotas horizontais ao grafico de f(x).

—Obliquas: Dizemos que aretay = ax + b é uma assintota inclinada se,
somente se,

lim [f(x) —(ax +b)] =0
x—+oo
() = x3 i)+ 3x —2
fx_x2—2x+1_x x2—2x+1
3x —2

x]_])}_y_klm[f(x) —(x+2)]= xl_l)rinmm - xl—1>r4_rnoo 2x — 2

—Logo,aretay = x + 2 é uma assintota obliqua ao grafico de f(x).

3) Crescimento e Decrescimento:

f'(x) =

—Analisando o sinal de f'(x), temos:

S e o e € D e o e o e o e o
——————————————— (3)++++ (x—3)
——————————— (D+F+F++++++ (x—1)3

tht 4 (Q) + +(i)——(3.)++++ £ = x2(x — 3)/(x — 1)3

x?(x —3)
(x —1)3

—Da andlise acima, concluimos que
f écrescente em (—0,0) U (0,1) U (3,4+) e
f é decrescente em (1,3)

4) Maximos e Minimos locais:

* Um namero critico de uma funcao f é um numero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) = 0 ou f'(c) ndo existe.

—Pela analise no item anterior, temos pontos criticosemx = 0 eem x = 3,uma
vez que,x = 1,embora nio exista f'(1), ndo pertence ao dominio da funcio.
—Pela analise do sinal de f'(x), concluimos que ha um ponto de minimo local em
x = 3,enquanto que em x = 0 é apenas um ponto critico.
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3

(3) = o3 =25 ponto de minimo local (3,2);
f _(3_1)2— 2’ ponito ae minimo Loca 1)’

5) Concavidades:
6x

f'x) = m

—Analisando o sinal de "' (x), temos:

—————————— (0)++++++++++  6x

T A A AT v (D +++ (x—D*

A\ 4
—————————— (g) ++++( D) ++++ () =6x/(x - 1D*
—Da andlise acima, concluimos que

f possui concavidade voltada para cima em (0,1) U (1,4+o0) e
f possui concavidade voltada para baixo em (—, 0)

6) Pontos de Inflexao:

* 0s pontos de inflexdo ocorrem quando ha mudanga na diregdo da concavidade,
ou seja, quando ha mudanga no sinal de f'" (x).

—Logo, temos um ponto de inflexdo em x = 0. f(0) = 0. ponto (0,0).

7) Esbogo do Grafico:
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Capitulo 7 2011.2

7.1 12 Avalia¢do-02 de Setembro de 2011

1.
[2x3 + mx? — 4| m 4
2 +mx? -4 23] . |2+?_x_3
a) otbo 2% + 7x% ¥ mx  xoteo —2x3 + 7TxZ + mx  xotbo —2X3 + 7x2 + mx
|2c3] x3
2+m—i3| lim |2+m—i3| lim 2+ lim Z— llmi2
= lim x7 X N e ) X7 X — lxotom x—+0co x7 x—+00 X —
x—>+00 m . m m
“2tztgy lim(-243e5) Jm -2+ lim o lim
2+0-0 21 _2 _
-24+0+0 -2 -2 7
cos(x) —cos3(x)  cos(x) [1 - cosz(x)] ~ cos(x).sen?(x)
b) lim = lim llm =
x—>0 X2 x—0 xz
en(x) sen(x) 2
lim |cos(x). = llm cos(x) X llm = hm cos(x) X |lim
x—0 X x—0 x—0

=cos(0)x12=1x1=1.

2.
1
flx) = m ; determinar f'(1) e a equacgdo da reta tangente em (1, 1).
1 1
. f(X+Ax) fG) . Tx+Ax] Tx]
f1 = Ax = Jm, Ax B
;_ L) 11
e+ Ax| x| \|x+ Ax|  |x] (x+ Ax)?%  x?
lim . = lim =
Ax—0 Ax ( 1 + i) Ax—0 Ax ( 1 + i)
[x + Ax| * |x]| lx + Ax|  |x]|
x? — (x? + 2xAx + Ax?)
. x%(x + Ax)? . —Ax(2x + Ax)
Ahmo 1 1 - Ahmo 1 1 -
X— . - X—> . = 2 2
5% (G ae + 1) 05 (G gy + ) 20 89
y —(2x + Ax) 2x [x|
m = — —]
Ax—0 1 i 2 2 2x4 x3 )
(rrmam)eero0r
_lxl I 1
= d =——;
f'(x) = 1 ,ou ainda, f'(x) = I
f=-7=-1

—Equacgio da reta tangente no ponto (1, 1):
y—1=-1(x—-1)
y—1=—-x+1
y=-x+2
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6

2 x° 2 X
X +?Sf(x)Ssec (x)+?—1

a) lim £(x) ;

all e h(x) = sec?(x) + % — 1, entdo, g(x) < f(x) < h(x).

* Sejam g(x) = x* + 3

* E ainda,
6 6

lim g(x) = lim 2% + =) = limx? + lim— = 0+ 0 = 0
x—>Og x>0 3/ x>0 x>0 3 o
x® x®
. T 2 c — i 2 3 — — h — — =
}Cl_rg h(x) = }Cl_r)r(l) <sec (x) + 3 1) }Clir(l) sec“(x) + }Clir(l) 3 }Cl_r)r(l) 1=14+40-1=0
—Assim, pelo Teorema do Confronto, temos que lir% glx) = lirré h(x) = ling f(x).
Xx— xX— Xx—

Portanto, lir% f(x)=0.
X—

1
bl fcos (1555

1
—1Scos( Z)SI
X+ x

~f() < f00). 005 () < f00)
*x E ainda, lintl) f(x)=0e lir% —flx)=— lin(l) f(x) = 0.Assim, pelo Teorema do
xX— xX— xX—

] 1
Confronto, temos }Clil(l) f(x).cos (x n xz) =0

4.

a) Vx — 8 + 93/x2 = 29 ; provar que existe solugio em [0, 8].

x Seja f(x) = Vx — 8 + 93 x2, entio:

f(0) =-2

f(8) = 36;

* Como f é uma funcido continua em [0, 8], e ainda, f(0) < 29 < f(8),podemos

garantir,pelo Teorema do Valor Intermediario, que existe algum nimero c em
(0,8) tal que f(c) = 29.

b)
2x% —5x + 2
10 === —
* Qualquer funcao racional é continua sempre que estiver definida, ou seja,
é continua em seu dominio.
—Dominio da funcdo: D(f) =R —{-2,2};
* Portanto, f é continua em (—oo,—2) U (—2,2) U (2, + ).

2(x—2)(x—%)
IO = a2
2(x—2)(x—%) 2y —1 lim2x—Ilim1 4_41 3
lim f(x) = lim = lim = x22 22 =_.
x—2 x->2 (x—2)(x+2) x2x+2 llrr%x+11rr%2 2+2 4
X— X—
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-5

1 o

y y 2(x—2)(x—7) . 2x — 1
Jim fO) = M G 2) Atz

= oo (lim f(x) 3);

0

) kx? + (m+ Dx + 2
xX) =
x?>+2x—3
a) — Dizemos que areta y = a é uma assintota horizontal se ocorrer um dos
seguintes casos,

lirﬁp f(x)=a ou lim f(x) =a
X—+o00 X—>—00
kx?+(m+ Dx + 2

. o) = i kx> +(m+Dx+2 . 2 B
x—1>r-Poofx _x—1>r-Poo x%2+2x—3 _x—1>r-|poo x2+2x—3 -
x2
m+1), 2 Com+l, 2
lim k+ X +X2_xl—l>r-|¥look+xl—l>r-|¥loo X +xl—1>rPooX2_k+0+0_E_
X0 2 3 2 .3 T 140-0 1
1+x x2 x1—1>r-|¥1001+x1—1>r-|1-loox xl—1>IPooX2

—Logo, temos lirp f(x) = lim f(x) =2paraquearetay = 2 sejaaunica
X—>+00 X—>—00

assintota horizontal, entdo k = 2.

b)
kx?+ (m+ Dx + 2
fx) =
(x+3)(x—-1)
* Para que a reta x = 1 ndo seja assintota vertical devemos ter o polindmio do
numerador redutivel, sendo um dos fatores (x — 1). Dessa forma, lirq f(x) 3.
X—

—Dizemos que (x — 1) é um fator do numerador equivale dizer,pelo Teorema
de D'Alembert,que x = 1 é raiz do numerador cujo resto é zero.
2x>+(m+1Dx+2=0
202+ (m+1.(1)+2=0
2+m+1+2=0

m= -5
—Assim,
_2x% —4x +2
fe) = x2+2x—3
o 2(x—1)?
[ = a3 -n
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7.2 12 Avalia¢ao-03 de Setembro de 2011

1.

)1 Vx—1 i Ve—1 [Va2+Vx+1] (\/E—l)[i/_+i/_+1]
a) lim

P x—1 x1yx -1 [VaZ +¥x+1] e (Vx—1)

lim (i/xz + 3/} + 1) = lim \/x +1limYx +1lim1 = 6\/limx2 \/hmx +1lim1 =
x-1 x-1 x-1 x—-1 x—1

x-1 x-1
JZ+¥1+1=1+1+1=3.

by lim x.cota(3) — lim ZEOSGD o xcos@Y 3 3 cos@x)
) lim x. cotg(3x) = lim sen(3x)  x-0 sen(3x) 3  x-o0sen(3x) 3

) 3x . cos(3x)_1x1_1

-0 sen(3x) =0 3 373

2.
cosx, sex<O0

f(x) =4/1—-x2, se0<x<1
x*>—=2, sex>1
* Como [ é uma fungdo sentencial entdo f é continua onde suas sentencas sdo
continuas, ou seja, onde estdo definidas para seus dominios.
—A fungio trigonométrica cos x é continua em R e, portanto, continua em (—, 0)

—A funcio raiz+/1 — x? é continua onde o seu radical é maior que zero.Logo, para
—1 < x < 1,como o dominio dessa sentenca é [0,1], essa sentenga é continua em
[0,1].
—A ultima sentenca é uma funcao polinomial e, portanto, continua em R e, assim,
continua em (1, +);
* Dessas informacoes, temos que f é continua em (—o0,0) U (0,1) U (1, +0).
* Vamos verificar se f é continua nos pontos onde ha mudancga de sentenca na
funcdo.Ou seja,emx = 0eemx = 1.
—Dizemos que uma fungdo f é continua no ponto x = a se, somente se,

f(a) = lim f(x)
—Emx = 0, temos:
f(0)=y1-02=v1—-0=+V1=1.
chi_r)r(l) f(x) ;nesse caso,devemos calcular o limite lateral esquerdo, pois, XIL%L f(x)
jasatisfaz a igualdade f(0); Logo,
xlirgl_ flx) = xli)l;[)l_ cos(x) = cos(0) = 1. Portanto,}ci_r)r(l) flx)=1.
3) f(0) =lim f(x) = 1.

—Logo, f é continua em x = 0.

—Emx =1, temos:

fH=y1-12=vV1-1=+v0=0.
lim f(x) = lim (x?=2) = lim x2 - lim2=12-2=1-2= —1.
x—-1t x—-1%F x-1% x—-1t

* Como 1ir{1+ f(x) # f(1), ja temos que ndo existe lirr% f(x) e, consequentemente,
x— x>

f ndo é continuaem x = 1.
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* Portanto, f é continua em (—oo0,1) U (1, +0).

3.
a)

f) = e —5x — 5k
* Para que f possua apenas uma assintota vertical, devemos ter apenas um ponto
de descontinuidade de f,ou seja, o denominador possui apenas uma raiz real de
multiplicidade 2.0 denominador é um quadrado perfeito!
x?+ (k—5)x — 5k
A= (k —5)%? — 4.(1)(-5k)
A= k? — 10k + 25 + 20k
A= k?* + 10k + 25
A= (k + 5)?
— Para que o polindémio do denominador tenha apenas uma raiz real, A= 0.
A=0=>(k+5)?=0~k=-5

b)
£ Vx* + 4
X) =——
2x+1
—Dizemos que aretay = a é uma assintota horizontal se ocorrer um dos
seguintes casos,

lim f(x) =a ou lim f(x)=a
X—+00 X—>—00

4 VxTia Vxia -~
. o Vxt 44 [x] . Vx* : x*
A= I T T M T T e T T T
|x| x

af 4
Jx‘ffm”xli‘l‘mﬁ_‘vm_g_l_
240 2 2

lim 2+ lim 1

xX—+00 x—+00 X 1
—Logo,aretay = > € uma assintota horizontal ao grafico de f(x).
. Vx* + 4 Vx* + 4 41+4
. . Vx* + 4 . [x| . Vx* . x*
xl—1>r—noof(X) - x1—1>r—noo 2x +1 - xl—l>rzloo 2x+1 - x1—1>r—noo 2x+1 - x1—1>r—noo 27— l -
[x| —X X

4f .. .4
Jx‘if_nw”xli‘_“ooﬁ_‘vm_g__l
lim -2 — lim% —2-0 =2 2

X——00 X——0o

1
—Logo,aretay = — > é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

4,
a) lim 3/x.10°0s2%;
x-0%

—1<cos(2x) <1
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1071 < 1005 < 101

V. 1071 < Y/x.10°052% < Y/x.10
* Sejam f(x) = Yx.107%, g(x) = Vx.10°5%% ¢ h(x) = Vx. 10, entdo temos
f(x) < g(x) < h(x).
*Sef(x) < gx) <h(x)e lim f(x) = lim h(x) = 0, entdo lir(r)1+g(x) =0.
x—0 X—
lim Vx. 105052 =

x—07t

b) f(x) = cosx3 — x ; provar que f se anula em algum ntimero positivo.

f(0)=cos0—-0=1—-0=1.

* Como f é uma soma de fungdes continuas, entao f também é uma funcao
continua.

—Como f é continua em [ \fl ef(\f) < 0 < f(0),podemos afirmar pelo

T
Teorema do Valor Intermediario que existe algum nlimero c € (0, 3\/%) tal que

f(c) =0.

—Logo, f possui uma raiz real em algum nimero positivo nesse intervalo.

5.
a) f(x) = Vx. Determinar f'(2).

1 fx+Ax) — f(x) lim \/x+Ax—\/—
f (x) ~ Ax AJIC—>O Ax

- VTEEE - VR YE A + VT i Vr + VR
ax=0 Ax Vot A%+ Vi T Ak Vx4 Va2

i x+Ax —x
lim - - - =
Ax=0 Ax[ (x + Ax)? + VX + Ax. Vx + \/F]

lim
’lf"OAx[\/m+ m W+ r]

% V& + 802 + Ve + Ax. Y + Va2 33\/x_2'

1 1 1
'(x) = ; = = :
f 3Vx2 322 34
b)
x?%, sex <2
fe) = {—sz +6x, sex > 2

* Vamos calcular as derivadas laterais em x = 2:
* f(2) = 2% = 4.

o fO-f@) . x2—4 <x+z><x—z>
@)= lim ———=lm == lm —7—%

(x+2)—4
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f,(2) = lim =2 im0
lirggr —2(x —-1)=-2(2- 1) = -2, (1) = -2,
X—

f(x)—f(Z)_l_ —2x*+6x—4  —2(x—-2)(x-1)
x—2 -

* Como f'_(2) # ', (2) entdo f ndo é diferencidvel em x = 2 e, portanto,ndo
ha reta tangente no ponto x = 2.
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7.3 22 Avalia¢ao-30 de Setembro de 2011

1.
a)
senx 40
—, sex
f(x) =1 lx|
0, sex=0

i) Verificar a continuidade de f em x = 0.
—Dizemos que uma fungdo f é continua no ponto x = a se, somente se,

f(a) = lim f(a)
—Emx = 0, temos:

f(0) = 0;

lim £ = I senx
im f(x) = lim ;
x—>0f x—0 |x| ’

) . senx . senx
lim f(x) = lim = lim =1
x—0% x-0% |x| x>0t X
x Obs:se x - 0%, x > 0. Entao, |x| = x.

) . senx . senx _ senx
lim f(x) = lim = lim = — lim =-1
x-0" x—-0" |x| x->0" —X x-0" X
* Obs:se x - 07,x < 0.Entio, |x| = —x.

—Como lim f(x) # lim f(x) entdo,lim f(x) nio existe.
x—-07* x—0~ x—0

* Portanto, f nao é continua em x = 0.
ii) Verificar a diferenciabilidade de f em x = 0.

—Se f for diferenciavel em x = a, entdo f é continua em a.
* Como f ndo é continua em x = 0,entdo f nao é diferencidvel em x = a.

b) F(x) = e[g(x)]z.g(x) ; determinar F'(x).
F'(x) = 2g9(x). g' (x). 9™ g(x) + eld@F g/ (x)
F'(x) = g' ()9 [2(g(0)” + 1]

2.

a) y = log,(4*°8**x); determinary'.
y = log, 4376”4 Jog, x

y = arctgx? - log, 4 + log, x

y = 2arctgx? + log, x

1 1
"=2.(2x) -
y @) ooz Y e
4x 1

"1+t + x.1n(2)

!

y

b) y = e'®* —secx ; equacio da reta normal no ponto em que x = 0.
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* Para x = 0, temos:
y=e%—sec(0)=1—1=0. ponto (0,0);

y' =sec?x.e'®* —secx.tgx

* Calculando o valor de y'no ponto em que x = 0, obtemos:
y' = sec?(0).e*®° — sec(0).tg(0)

y' =1.e°—-1.(0)

y'=1-0=1.

—Logo, o coeficiente angular da reta normal m,, = —y— =——==-1.

* Equacio da reta normal no ponto (0, 0):
y—0=-1(x—-0)
y=-x

3.
a) f(x) = arcsen(x) + arccos(x) ; mostrar que f'(x) = 0,para todo x € [—-1,1].

£ ===+ (- =)

—x2 \1/1—7x2
f(x)=\/10—x2_\/1—x2
f(x)=m= ;

* Como f é constante, basta atribuirmos qualquer valor para x do seu dominio
para determinar seu valor.

* Seja x = 1, entao:

f(1) = arcsen(1) + arccos(1)

f)=2+0
T
f ZE;

T
* Logo, f(x) = E,Vx € [-1,1].

1+e* )
b)y = logq (1——(3") ; Determinar y'.

y =log;o(1 + e*) —log;o(1 — e*¥)
e* e*

Y = A ¥ e 0 T 0 = e®).1n(10)

, e* [ 1 N 1 ]
Y T(o) T+er  1—e*
, e* 2
Y TIn(10) 1—e?*
, 2e*
Y =1 = e).In(10)

4.x% + xy + y? = 7 ; determinar os pontos em que y = 0.
* Substituindo y = 0, obtemos:

x2=7cx=V7ex=—-7
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* Pontos de intersecdo com o eixo x: (\/7, O) e (—\/7, O);
—Por derivacao implicita, temos:
2x+y+xy'+2yy' =0

y.Qy+x)=—Qx+y)
2x+y

a 2y + x

—Calculando o valor de y'para os pontos encontrados acima:
« Para (V7,0), obtemos:

27 +0 2V7

!

y:

= — = — = —2'
Y 2.(0) +V7 V7
* Para (\/7, 0), obtemos:

,__ (V)40 _2v7

2.0 —v7 7

* Dizemos que duas reta sao parelelas quando seus coeficientes angulares sao
iguais. Note que encontramos os mesmos valores para y' em ambos os pontos,
ou seja, temos duas retas tangentes paralelas.

5.
senx _ E . : / — \/—
25e0X arctgy = 3 determinar y' no ponto em que y = V3;

* Paray = \/§, temos:
T
25€1X arctgy/3 = —

3
Jsenx E _ T

3 3
2%¢"* =1 = senx =0 .. x = 0. ponto (O,\/§)
—Por derivacgao implicita, temos:

1
cos x.2%¢"*.In(2) .arctgy + 25°"*.y". 15,7 =0
, (cosx.2%¢"* In(2).arctgy). (1 + y?)

y = Zsenx
—Calculando o valor de y' no ponto encontrado, obtemos:

(cos(0) .25 In(2) . arctg V3). (1 + \/§2)

y = Zsen(O)
, ln(Z).%A
y = _f
47.1n(2)
= _T
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7.4 22 Avaliacao-01 de Outubro de 2011

1.
@) f() =3§;
1 2 2
3-——-e* —3vVx-(2x)-e*
[0 e  —
(ex*)
— 6xVx
Fa=2% i
f'(x) = % ,ou ainda, f'(x) = 3(216%.?7_;)
b) f(x) =+/sen(2x + x°) + 15;
1

F'(x) = (6x5 + 2) - cos(2x + x°) - 2./sen(2x + x%)

(3x°> + 1) - cos(2x + x%)

A Jsen(2x + x°)

2.
Q) FG0) = ¥a?; fO0) = 27 - 2
Fo) =527 f100) = =

— Notamos que f'(0) ndo existe, ou seja, f ndo é diferenciavel em x = 0.

(x) = f(x0) . . .
* Se lim g = 400 ou — o, entdo f nao é derivavel em x = x,. Mas,
X—Xq X — X,

se f é continua em x,, seu grafico admite uma reta tangente vertical no ponto
P = (xo»f(xo))-

* Note que f(0) = lir% f(x),ouseja, f é continua em x = 0.
X

—Analisando o comportamento de f'(x) em x = 0, obtemos:

lim f'(x) =4+we lim f'(x) = —

x—-07% x—0~
x Logo, f admite uma reta tangente vertical no ponto (0,0) cuja equacido da
reta é x = 0.

1 1
b) f(x) = x.arcsen (;) ; calcular f' (E) :
* Dominio da fungéo f:

1 1
—1S;S1 =>| |<1 :x—2<1:x >1 ox<-1loux=>1

D(f)={xeR|x<—-1oux =1}

1 1
E),pois f (E) nao esta
definido e, portanto, f ndo é continua em x = 1/2 e, consequentemente, nio

* Com isso0, ja podemos concluir que nao existe f' (
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é dif erenciavel nesse ponto.
* Comprovando ...

1 1 )
f100 = N,y 1
x) = arcsen <x) +x ( xZ) — (%)2
f'(x) = arcsen G) _ x\/%
f'(3) = aresen(2) - 1|12i |
2Na 1

* Note que os termos em destaque ndo possuem imagem nos reais e, portanto,
1
nao existe f' (§>

3.
2 _(x*—5x+6, sex<2oux=>3
fOI = Ix 5x+6|_{—(x2—5x+6), se2<x<3
£1() :{ZX—S, sex<2oux>3
—(2x—-75), se2<x<3
* Como f é uma funcgdo sentencial composta por fungdes polinomiais e, portanto,
continuas e dif erenciaveis nos reais, temos que f é diferencidvel no dominio
de cada sentenca, onde esta é diferenciavel. Ou seja, f é diferenciavel em (—oo,2)
U (2,3) U (3,+0).Falta verificar se f é derivavel nos pontos x =2 e x = 3.
—Verificando as derivadas laterais em x = 2, temos:
f' 2)=2.2)-5=4-5=-1.
fl,)=-2.2)-5)=-4-5=-(-D=1
* Logo,como as derivadas laterais existem, mas sdo diferentes, temos que f
ndo é derivavel em x = 2.
—Verificando as derivadas laterais em x = 3, temos:
f' 3)=2.3)-5=6-5=1.
f,3=-2.0B)-5=-(6-5=-1)=-1
* Logo,como as derivadas laterais existem, mas sao dif erentes, temos que f
nao é derivavel em x = 3.

—Portanto, f é diferenciavel em nos reais,excetoemx =2 e x = 3.

4.
a) arcsec(x + y) = x? — y; determinar y'.

1
1+y- =2x—y
lx + yly(x +y)2 -1
1 1
y’.( +1>= X —
lx +yly(x +y)2 -1 lx +yly(x +y)2 -1

4
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2x

1
, lx + yly(x+y)2—1

1 +1
lx +yly(x+y)2 -1

,  2x|x+yly(x+y)2-1-1

lx+yly(x+y)2—1+1

s 3n

b)y =sec”lx © secy =x; OSySE 0un£y£7;

* temos que y' = [sec”! x|’ e que, por derivacgio implicita,y’ -secy-tgy =1
Assim, temos:

I_d( -1 )_ 1
Y =@ Y T secy gy

* Sobre algumas propriedades trigonométricas, temos:
tg?y+1=sec’y>tgy = ++/sec2y—1
I

s
*Como0<y< 5 oun <y < 7,ou seja,y pertence ao 12 e 32 quadrantes,

temos que tgy > 0. Portanto,tgy = +/sec?y — 1
1

d

—(sec™1x) =

dx secy - sec?y—1
* Lembremos, que y = sec"lx & secy = x.Logo,

d
—(sec™1x) =
x

dx Vxz -1

V3 1
5.(x% + y?)? = 2(x? — y?) ; determinar y'no ponto <7,§> :

—Por derivacgao implicita, temos:
2(x2 + y)(2x + 2yy") = 2(2x — 2yy")
2 +y)(x + yy") = 2(x — yy")
x(x?+y?) +y' Py +y*) =x—yy'
yy' (x*+y*+1) =x(1-x*-y?)
x(1—x%2-vy?)

!

Y :y(x2+y2+1)
31
—Calculando o valor de y' para o ponto 3 ,obtemos:
V3., _3_1) V3 V3
_Z(-3-3) _F0a-1_FO o

Y =13 1 =1 1 .-1-0
sG+7+1) A+ 3@
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7.5 32 Avaliacao-04 de Novembro de 2011

1.

e X
a) lim (1 + —) ; facamos a substituicdo de varidvel x = e.n,se x = oo,n = o;
X

X—00
X

e e en 1 en 1 nié
lim (1+2) = lim (1+-—) =mn@+—) =th1+ﬁl _
X—00 X n—oo e.n n—oo n n—-oo n

1n"°
[lim (1 +—> l = e*;
n—-oo n

b) f(x) =2x -3+ cosx ;

F(0)=0-3+1=-2

f(m/2)=m-3;

* Como f é uma soma de funcgdes continuas em R, f é uma funcdo continua em R.
—Assim, f é continua no intervalo fechado [0,m/2] e f(0) < 0 < f(m/2).Logo,
pelo Teorema do Valor Intermediario, existe algum nimero ¢ € (0,7/2) tal que
f(c) =0.

—Portanto, f possui uma raiz real em (0,7/2).

* Suponhamos que f possui duas raizes reais distintas ce b, f(b) = f(c) = 0.
f'(x) =2—sen(x) ; D(f") =R;

1) f é continua no intervalo fechado [b, c];

2) f édiferenciavel no intervalo aberto (b, c);

3) f(b) =f(c);

Entdo existe algum x € (b, c) tal que f'(x) = 0;

— Note que f'(x) > 0,Vx € R e, portanto, ndo existe x tal que f'(x) = 0.

* Logo, a equacgao 2x — 3 + cos x = 0 possui exatamente uma Unica solugao.

2.y=s(t)=t3—t?-5t+6; comt>—2.
a) Determinar as fungoes da velocidade e aceleragio;

ds

v(t) = E
v
t

a(t) =Z—= v'(t) =6t—2

=s'(t)=3t>—-2t-5

b) Distancia percorrida no intervalo 0 <t < 3.

s(3)=3%-32-53)+6=27-9-15+6=9
s(0)=03-02-5(00+6=0—-0—-0+6=6.
As =s(3)—s(0)=9—-6=3.

¢) Encontrar a velocidade maxima e minima, no intervalo [—2, 3];
—Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1) Os valores de v nos extremos do intervalo:
v(=2)=3.(-2)2-2.(-2)-5=3.(4)+4-5=12+4-5=11
v(3)=3.3)2-2.3)-5=3.(99—-6—-5=27—6—-5 = 16.
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2) Os valores de v nos numeros criticos, ou seja, onde a(t) = 0.

1
at) =0=6t—2=0=6t=2:t=x;
(1)_3<1>2 2(1) 5_3(1) 2 5_1 2 c_ 1 c 16.
173—.3 3 =3.(5)~3 =373 =-3 ===

3) Comparando os valores encontrados, concluimos que:
v(3) = 16 é a velocidade maxima no intervalo e

1 16
v (5) = — 3 é a velocidade minima no intervalo;

3.Avelocidade com a qual o volume esta aumentando no cilindro é igual a
velocidade com a qual o volume do cone esta entrando no cilindro. Em outras
palavras, temos:

chilindro _ chone

dt ~  dt

* Com relacdo ao cone, temos:

h r 1h
N —_
1277

1

2

Veone = §7T7”Zh
wh3
Veone = E

—Pela Regra da Cadeia, temos:
AVeone _ AVeone . dh

dt ~ dh dt
chone_T[h2

dt 4
chone T[h'z
e 2
—Quando o cone esta totalmente submerso, ou seja, h = 4cm, obtemos:
chone

dt

d
x Devemos determinar I no cilindro!

chilindro — chilindro dh

dt dh dt

8w =mnr? - —

= 8mcm3/s

8T =16m—

It = 0,5cm/s

—Logo, o nivel de agua no cilindro esta crescendo a uma velocidade de 0,5cm/s
4.f(x) =1— x2/3; determinar os extremos absolutos no intervalo [—1, 8] ;

—Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:
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1) Os valores de f nos extremos do intervalo:
fD=1-(=D*3=1-1=0
f8)=1-(8)*3=1—-4=-3.

2) Os valores de f nos nimeros criticos no intervalo:

* Um nlmero critico de uma funcgao f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) = 0 ou f'(c) ndo existe.
2
&) = 3%
— Note que nido temos f'(x) = 0. No entanto, f'(0) ndo existe.Logo,x = 0 éum
numero critico de f,pois x = 0 pertence ao dominio de f.
f(0O)=1-(0)**=1-0=1.

3) Comparando os valores encontrados, concluimos que
f(0) =1 é o valor maximo absoluto no intervalo [—1,8] e
f(8) = =3 é o valor minimo absoluto no intervalo [—1,8].

5.f(x) = V1 + cosx ; comprovar as hipéteses do Teorema do Valor Médio, no
intervalo [—m/2,1/2];
* Dominio da fungao:
1+cosx=0
cosx = —1
D(f) = R,pois — 1 < cosx < 1.Logo, f estadefinida para todo x nos reais.

1. f é continua no intervalo fechado [— /2,1 /2];

senx

2v1 4+ cosx

2. f édiferenciavel no intervalo aberto (—m/2,m/2);

f(m/2) - f(=n/2)
n/2—(-m/2)

frex) =- ; D) =R;

Entao, existe algum c € (—n/2,m/2) tal que f'(c) =

1-1 O
f,(c)=T=E=O; f'x)=0=>senx=0 ~x=0.

* E x = 0 pertence ao intervalo (—mn/2,m/2),comprovando as hipéteses do
Teorema do Valor Médio.
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7.6 32 Avaliacao-05 de Novembro de 2011
1.h, = 112m ; s(t) = —16t? + 96t ,s em metros e t em segundos.

a)v(t) =s'(t) = —-32t + 96
v(2) = —32.(2) + 96
v(2) = —64 + 96
v(2) =32m/s

b) s(t) quando v(t) = 0;
v(t)=0=>-32t+96=0=>32t=96 ~t =3s

s(3) = -16.(3)2+96.(3)

s(3) = —16.(9) + 288

s(3) = —144 + 288

s(3) = 144m
* Obs: s(3) corresponde a distancia percorrida verticalmente a partir do topo
do prédio, como se a altura do prédio fosse 0 em relacao ao plano horizontal do
movimento. Logo, a altura maxima, em relacao ao solo, é 112m + 144m = 256m

c)s(t) =—-112
—16t% + 96t = —112
16t — 96t + 112 =0
t=—-1 ou t=17s
*t = 0 é o inicio do movimento.Logo, a bola leva 7s para atingir o solo.

d) v(6) = —32.(6) + 96
v(6) = —192 + 96
v(6) = —96m/s

2.
a) f(x) = coshx + arctg(senh(2x)) ; Linearizagdo em a = 0.

L(x) = f(a) = f'(a).(x — a)
LG) = £(0) = £/(0). (x — 0)
2 cosh(0)
L(x) — [cosh(0) + arctg(senh(0))] = lsenh(O) l (%)

1 + senh?(0)

L(x)—[1+0]=[0+1i0]x

L(x)—1=2x
Lx)=2x+1
b) L(0,03) = £(0,03)
L(0,03) = 2.(0,03) + 1
L(0,03) = 0,06 + 1
L(0,03) = 1,06
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~ 80
a) Seja a 0 angulo ADB, entdo temostga = = com x em centimetros nessa

expressdo.Vamos colocar as medidas em metros para facilitar o calculo do
item b.
1,80
tg((l +0)= T
tga+tgfd 1,80

1-tga.tgd  «x
0,8

- Tt 180
1—%.tg9 x
1,80). (0,8
O,8+x.tg0=1,80—%().tg0
1,44
O,8+x.tg9=1,80—7.tg9
44
tgH(x+ >=1,00
X
tgo = 142
X X
t 9—#
8Y = 2 1144
X
0(x) = arctg (xz I 1,44)
b Calcular & dox=2 X 15m/s=—2my
) acuardtquanox— i ,Sm/s = st
do  do dx
dt  dx’ dt
o x2 + 1,44 — 2x? 1
—=0'(x) = 2 2 2
dx (x%2+1,44) 1+( x )
xZ + 1,44
de 1,44 — x2 de 1,44 — 4 2,56

rad/m

dx (2 + LA4)2 + 2 ' dx =2 T 5442 +4 33,5936
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df df dx do 2,56 3 3,84
( 2) rad/s

dt ~dx'dt  dt 33,5936 ~ 33,5936
4,
a) f(x) = 2senx + cos 2x ; Achar os extremos absolutos em [0, 27].

—Pelo Método do Intervalo Fechado, temos:

1) Os valores de f nos extremos do intervalo:

f(0) =2.sen(0) +cos(0) =2.(0)+1=0+1=1;
f(2r) = 2.sen(2w) + cos(4m) =2.(0)+1=0+1=1;

2) Os valores de f nos nimeros criticos:

* Um nlmero critico de uma funcgao f é um nimero c no dominio de f onde ou
f'(c) = 0 ou f'(c) ndo existe.

f'(x) = 2cosx — 2sen(2x)

f'(x) =2cosx —4senx.cosx

f'(x) =2cosx.(1—2senx)

reoN 2cosx =0 cosx=0 . _
f'x)=0= {1 o senx =0 {senx =1/2 ;para o intervalo (0,2m) temos:
s 3n I8 57 ) o )
X = o) X = > X = g ex = e sdo os numeros criticos de f no intervalo.

s T
—) = 25en§+cosn= 2+(-1)=1;

f(5
f<37n)=25en37n+cos3n=—2+(—1)=—3;
T T T 1 3
f(g =25eng+cos§=1+z=§;

5n 5 5n 1 3
f(?)=25en?+cos?=1+5=5;

3)Comparando os valores obtidos, concluimos que

T 5w 3, .
f (—) =f <—) = — é 0 valor maximo absoluto e

6 6 2
3 i ..
f (7) = —3 é 0 valor minimo absoluto.

1
b) Mostrar que cotgh(2x) = 3 [tgh(x) + cotgh(x)]

(22 = cosh(2x) _ cosh®(x) +senh?(x) _ 1[cosh?(x) + senh®(x)]| _
cotgh(2x) = senh(2x)  2senh(x)cosh(x) 2 senh(x) cosh(x) |
1 lcosh(x) senh(x)l 1

1
2 [senh(x) " cosh(x) -2 [cotgh(x) + tgh(x)] = 2 [tgh(x) + cotgh(x)];

5

a) f(x) =V1 —senx ; comprovar as hipéteses do Teorema do Valor Médio
no intervalo [0,7/2];
* Dominio da funcao f:
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1—senx >0
senx <1

D(f) = R,pois,—1 <senx <1
—No intervalo em questao essa igualdade é satisfeita.Logo, f é continua em
[0,7/2];

') = cos x
! 2V1 —senx

D(f') = R,pois,—1 <senx <1
—Logo, f é diferenciavel em (0,7/2)
—Entao, pelo Teorema do Valor Médio existe algum c € (0,/2) tal que

fm/2)-f(0) _0-1_ 2

fie) =—>=0 /2«
, Ccos x 2
f)=———=-=
2v1 —senx T

CoS X 2 COS X 4 cos? x 16
2V1—senx @ +1—senx @®™ 1-—senx m?
1—sen’x 16 16 16 16
—:—:>1+senx=—:>senx=——1-'-x=arcsen(——1>
1—senx 12 2 2 2

b) Seja f(x) = 4x° + 3x3 + 3x — 2 ; provar que f possui exatamente 1 raiz
real no intervalo (0,1);
f(O)=-2e f(1)=8
* Como f é uma funcio polinomial e, portanto, continua em [0, 1] e ainda,
f(0) <0< f(1),pelo Teorema do Valor Intermediario existe algum ntimero
c € (0,1) tal que f(c) = 0.Logo, f possui uma raiz no intervalo (0, 1).
—Sendo f continua em [0, 1] e diferenciavel (0, 1) e supondo que f possui duas
raizes reais a e b nesse intervalo, tal que, f(a) = f(b) = 0,pelo Teorema de
Rolle existe algum x € (a, b) tal que f'(x) = 0.

fl(x) =20x*+9x2+3; f'(x) >0,VxER
—Logo, f possui exatamente uma raiz real no intervalo (0, 1).
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7.7 42 Avaliacao-02 de Dezembro de 2011

1. llustracdo do problema:

[

* Do enunciado da questdo e analisando a figura acima, temos:

3L+ 2h = 30m
_30-3l
2
* A area total do poligono é:
12V3
A=1Lh+ 2
—Logo, a expressao da drea em funcao do lado | do triangulo é:
_ 303, 123
B 2 4
601 — 612 + 123
AQ) = —
12(—6 +/3) + 601
—Calculando A'(1):
1I(—6++3)+30
—Analisando o sinal de A'(l), obtemos:
+++++++++++(@) ———————— A'(D)
|
10(6 + V3) . . .
* Paral = —g " teremos a area maxima do pentagono.Calculando o
valor de h, temos:
303 3 3 10(6 +v3)\ 3/10(5-+3
2 2 2 11 2 11
15(3++3
h= %m
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10(6 +V3)

* Logo, devemos ter um triangulo equilatero de lado | = — 7 meum
10(6 + V3 15(5 V3
retangulo de lados medindo ( ) me ( ) m;
11 11
2.
2
_ 2 2  2x—4-2In(x—-1) 277
“)hm(l 1 2)_ D=1 o x—2
x=2\In(x —1) x— x-2 (x—2)In(x —1) x_)zln(x—l)+x_1
2x — 4 ) 4
. -1 . X —
1 X = l =
Ay (x—DIn(x—1)+x—2 xl—rg(x—l)ln(x—l)+x—2
x—1
Y _ i 2 B 2 22 1
nx—D+1+1 s2hmx—D+2 m(D+2 0+2 2
1 1 In(1+x) limM
b) im(1 + x)/x = lim e+ = lime™ x = ex® x
x—0 x—0 x—0
—Calculando o limite do expoente, temos:
In(1 + x) 1+x 1 1 1
lim ———= = lim ——= = li - _—__
0 x 0 1 x01+x 140 1

* Portanto, obtemos:

. In(14+x)
. 1 lim -+
lim(1+x)/x = e x =el=e¢
x—0

3.
a) f(x) = x3 + 3kx + 5 ; determinar os valores de k para os quais f possui
um maximo e um minimo local.
* Sendo f uma funcio polinomial e, portanto, continua e f(c) é um valor de
maximo ou minimo local em x = c,entdo f'(c) = 0.

fl(x) =3x24+3k;f'(x) =0=3x2 = 3k=>x2=—k ~x=V—k
—Portanto, para que f assuma um maximo e minimo local, ou seja,para que
f'(x) possua duas raizes reais distintas devemos ter k < 0.

b) f(x) = Vx.(Inx)?,comx > 0;

i) Crescimento e Decrescimento:

f(x) = ZL.(lnx)2 + Zﬁ.lnx.%

Vx
£100) 1 a )2+2.lnx
x) =——.(nx
2/x ) Vx
, (Inx)* + 4.Inx
f'(x) =
2/x
, Inx (4 +1Inx)
flx) =——F""7—";
2vx
—Analisando o sinal de f'(x), temos:
() —————- (D++++++ Inx(4+Inx)
o o
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++(0)++++++++++++++++++++ 2V

Inx(4+Inx)

++(i)+++(e;i4) ——————— (D++++++ fix)=—%=

—Da andlise acima, concluimos que

1
f é crescente em (—0,0) U (0,;) U(l,+)e

1
f é decrescente em ( 1);

et’
ii)Um ntmero critico de uma funcao f é um niumero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe.
—Pela analise feita no item anterior temos, portanto, que — e 1 sdo os nameros
e

criticos de f.Calculando o valor de f nos nimeros criticos, obtemos:

fle™) = Je . (Ine )2 = e2.(-4)? = 16.e~2. ponto (e~* 16.e72)
f(1) =v1.(In1)? = 1.(0)2 = 1.(0) = 0. ponto (1,0)

4,
a) f(x) =e*—x%;f'(x) =e*—2x
i FO) = i %90y = 1 e?* —4x? . 2% —8x
x—1>IPoof () = x—1>eroo(e x) = x—lgloo eX +2x x—1>r-Poo ex+2
. 4e?* -8 . 8e* _
lim ————= lim —— = lim 8e* = +oo;
xX—+ e x—+o0o e X—+0o0

lim f'(x) = lim (e* —2x) = lim e*+ lim —2x =0+ (+o) = 4o
X——00 X——00 X——00 X—>—00

—Portanto, f ndo possui assintota obliqua!

* Obs: f possui uma assintota curvilinea cuja equagio é g(x) = —x2.

f&)

b) g(x) = X # 0;9 (p) = 0.Mostrar que a reta tangente a f no ponto

em que x = p,passa pela origem.

f)=x.g(x) = f®) =p.g®) ; ponto (p,p.g(®))
frx) =gx)+x.g"(x)
') =9®) +p.9' ()
') =g()
—Equacgio da reta tangente no ponto (p, p. g(p)):
y=p.9)=9{).x—p)
y—p.9()=g{).x —p.g(p)

y=g().x
—Quando x = 0, temos:
y=49().0
y=0

—Portanto, a reta tangente a f no ponto (p, p. g(p)) passa pela origem!

5.f(x) = 2senx + cos 2x ;
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a)Assintotas:

—Nao ha assintotas verticais em f,pois f é continua em R. Logo,ndo ha pontos

de descontinuidade, onde provavelmente ha assintotas verticais.

—Nao ha assintotas horizontais em f pois f é uma funcdo periddica limitada e,

portanto, lim f(x) A.
x—too

b) Crescimento e Decrescimento:
f'(x) =2cosx — 2sen2x

f'(x) =2cosx —4senx.cosx
f'(x) =2cosx(1—2senx)

rroN 2cosx =0 cosx =0
fx) =0 :{1—25enx =0 {senx =1/2’
T
* Portanto, para primeira sentenca temos como soluc¢do x = > + 2kme

3n
X =7i2kn,comk € Z.
T
* Para a segunda sentenga temos como solucao x = g + 2km,comk € Ze,

5t
x=?i2k7r,comkEZ;

* Como f é uma funcdo periddica vamos analisar um intervalo, seja este
intervalo [0,27]. E analisando o comportamento(sinal) de f'(x) para cada
quadrante, temos:

12 quadrante [0, /2]:

* cosx = 0;

x1—2senx>0em (0,m/6)e 1 —2senx < 0em (n/6,7/2)
—Logo,f'(x) >0em (0,t/6)e f'(x) <0em (n/6,m/2)

2° quadrante [rt/2,m]:

*cosx < 0;

x1—2senx <0em (n/2,5n/6) e 1—2senx >0em (5n/6,m)
—Logo, f'(x) >0em (n/2,5n/6) e f'(x) <0em (5n/6,m)

32 quadrante [m, 31 /2]:
*cosx < 0;

x1—2senx > 0em (m,31/2);
—Logo, f'(x) < 0em (m,3m/2)

42 quadrante [31 /2, 2m]:
*cosx = 0;

x1—2senx > 0em (3n/2,2m);
—Logo, f'(x) >0em (3n/2,2m)

—Com essa andlise temos que
f écrescenteem (0,mt/6) U (n/2,5m/6) U (3n/2,21m) e
f édecrescente em (n/6,m/2) U (5n/6,m) U (1,31/2)
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* Obs: como a funcdo f é periddica os intervalos de crescimento e decrescimento
se repetem. 0 periodo da funcao é 2m.

¢) Um ntmero critico de uma funcgdo f é um ntimero ¢ no dominio de f onde ou
f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe.

* Note que no item anterior ja fora feito o calculo onde f'(x) = 0. Portanto,
temos pontos criticos em:

T T 5t
x=—+12km; x === 2kn; x —+2knex——i-2kn,comkEZ.
2 2 6 6
m 3n m 5w
* Tomemos os nimeros criticos E 5% e— G como exemplo:

(E) = 25en72T+cos7T =2—-—1=1 .ponto (g,l)

3n 3
) = 25en—+ cos3m =—2—1= -3 .ponto (7,—3>

3 2 6 2

) ) 57'L'+ 5m 1_1_1_3 . <5n3>
= 2sen coss— Z—Z.pono

(—)—ZSen +cosz—1+1—§ onto (E E)
o Py

6’2

d) Concavidades:

f"(x) =—2senx(1—2senx) + 2cosx (—2cosx)
f"(x) = —2senx + 4sen’x — 4 cos® x

f"(x) = —2senx + 4sen’x — 4(1 — sen® x)
f"(x) =8sen?x —2senx — 4

f"(x) =0>8sen?x —2senx—4=0

* Facamos a substituicdo y = sen x, entao:

8y?—2y—4=0

4y? —y—-2=0
A=1+32 =33

1++v33 1++v33 1-+v33

Y=g YT YT
<1+\/33> (1—\/33)
x = arcsen | —o— | e x = arcsen | —p—
1-V33 1+v/33 "
+++++[arcsen( 5 )] ————— [arcsen( )]++++ f"(x)

* Como f é uma fungdo periddica vale ressaltar que esses arcos, assim como
seus angulos congruentes seguem essa representagio acima;

* Onde f''(x) > 0 temos concavidade voltada para cima e, quando "' (x) < 0
f possui concavidade voltada para baixo.

* Obs: determinar os intervalos torna — se inviavel pela repeticao das raizes

de " (x).
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1++/33

8 >+k7reem

e) Seus pontos de inflexao ocorrem em x = arcsen <

1-+v33

3 >+kn,c0mkEZ.

X = arcsen(

o

) o e 0 e m a2 on sz i iz i

o

-4

* Obs: a parte destacada do grafico é referente ao intervalo usado como base
para o esbogo. Note que o aspecto em destaque se repete a cada 2m, periodo da
funcao.
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7.8 42 Avaliacao-03 de Dezembro de 2011

1. llustracdo do problema:

Ilha

Namorada

4km

* A distancia y é percorrida com a velocidade de 3km/h e a distancia x é
percorrida com a velocidade de 5km/h;
—Da ilustragdo acima, tiramos as seguintes expressoes:
y=+(4—-x)%+62
y =+x%—8x+52
—0 tempo gasto em cada trecho x e y sdo, respectivamente,

x Vx2 —8x + 52
tx = g e ty = 3
—Logo, 0 tempo gasto em todo o percurso,em funcao de x, é:
" )_x+\/x2—8x+52
=5 3
* Fazendo t'(x),obtemos:
¢ () 1 N x—4
xX) =—
5 3vVx2-8x+52

x—4 —0
3vx%2 —8x + 52
4 1

x_ —
3vVx%2 —8x + 52 5
—5x + 20 =3yx%2—8x +52

(=5x + 20)? = (3 X2 — 8x + 52)2

25x%2 — 200x + 400 = 9x? — 72x + 468
16x%2 —128x — 68 =0
4x2 —-32x—17 =0
A= 1024 + 272 = 1296

_32+36
X = 3 s

1
U() =0+
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_ 68 1
x—80ux— )

* Note que nenhum dos valores obtidos para x pode ser considerado, o primeiro
valor, além de nao satisfazer t'(x) = 0 (substitua o valor para comprovar),
esse valor é maior do que o permitido para x,lembre que 0 < x < 4,com x em
metros. 0 segundo valor é negativo e também ndo atende aos requisitos.
—Logo, 0 tempo minimo gasto pelo homempara alcangar sua namorada, esta
em algum dos extremos do intervalo. Calculando t(0) e t(4), obtemos:

0 402-8.(0)+52 52 213

t(0)=§+ 3 3 =3 h
4 42 -8.(4)+52 4 36 4 6 4 14
t(4)=—+‘/ Wrsz 4, V36 2,8 2,14
5 3 5 3 5 3 5 5

2v/13
—Logo, t(0) = Th é o tempo minimo gasto pelo homem para alcangar a
casa da namorada.
2.

x3—x*—x+5

FO) =72

* Dominio da fungao:

D(f) =R—{1}
a) Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um

dos seguintes casos,
lim f(x) =4 ou lim f(x) =+
x—at x—a~

* Verificando no ponto de descontinuidade da funcao, ou seja,em x = 1.
4

1

lim G0 = i x3—x*—x+5 i x3—x2—x+5 N
— = = (0/e]
xl—gl“L flx xg‘% (x —1)2 xg‘% (x —1)2
I
ot
4
1
lim G0 = i x3—x*—x+5 . x3—x2—x+5 N
— = = (0)e]
Jmfe) = im—r e = M
I
ot

—Logo,areta x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta’y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,
lim f(x)=a ou lim f(x) =a
X——00

X—>+00

. o) = i x3—x2—x+5 . 3x2 —2x—1 . 6x—2 N
= = _— = (ee]
A = i e T T T e L,
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x3—x2—x+5 o 3xt-2x-1 o 6x—2

lim f(x) = lim = lim ———— = lim = —00
X——00 X—>—00 X

2-2x+1 x-o-00  2x —2 x>-0 2

—Logo, ndo ha assintotas horizontais ao grafico de f(x).

—Obliqua: Dizemos que aretay = ax + b é uma assintota obliqua se, somente

se,
xlirpw[f (x) —(ax+b)] =0

x3—x2—x+5

= 1
x2—2x+1 e+ 1)+

f) = x2—2x+1

Jp U@ = G4 vl = i [ =0

—Logo,aretay = x + 1 é uma assintota obliqua ao grafico de f(x).
b) Crescimento e Decrescimento:

ooy (x=3)(x*+3)
fix) = =13

—Analisando o sinal de f'(x), temos:
———————————————— (P +++++++ -3)

F+++tF++++++rF+FFF+FFFFFFFF+ (x2+3)
——————— (DFF+F+FFFFF+F++++ (x-1°

T —— (D+++++++ [0 =

(x-1)3
—Da andlise acima, concluimos que

f é crescente em (—0,1) U (3,+x) e
f é decrescente em (1,3)

c¢) Pontos Criticos!

(x—3)(x?+3)

* Um namero critico de uma funcgao f é um numero ¢ no dominio de f onde ou

f'(c) = 0ou f'(c) ndo existe.

—Da andlise feita no item anterior, concluimos que 3 é um nlimero criitico de

f. LOgO, 3 5 20
3 32 - 3 + 2 i ]
3 5 7 =—=075, ponto critico (3, 5)

@ =—Gg-p57 = 4 4

* Obs: esse ponto critico é um minimo local.

d) Concavidades:
N 24
') =

(x —1)*
—Analisando o sinal de "' (x), temos:
ttt+t+++tttt+ttt ottt 24
t+++++++ (D +++++++++ (=14
++++++++(D+++++++++ () =24/(x—1D*
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— Da andlise acima, concluimos que f é sempre concava para cima em R — {1}.
e) Pontos de Inflexao!

* 0s pontos de inflexdo ocorrem quando ha mudanga na diregdo da concavidade
da fungao.

* Como ndo hd mudanga de sinal em "' (x), ou seja, ndo ha mudanga na diregio
da concavidade, f ndo possui pontos de inflexao.

5

Intersecao

3. Prove que se o polindmio ctubico f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ tem um maximo
local e um minimo local, entao o ponto de inflexao é o ponto médio do segmento
de reta que liga os extremos locais.
* Sendo f uma funcao polinomial e, portanto, continua em R, e ainda, f possui
um maximo ou minimo local em c,entédo f'(c) existe e f'(c) = 0.

f'(x) =3x2+2ax+b
* Se f possui um ponto de maximo local e um minimo local, entdo f'(x) possui
duas raizes reais distintas,nesse caso.

A= 4a? — 12b
_ —2a+vA
T T
_—2a+\/Z _—2a—\/Z
X1 = e e X, = ¢
* 0 ponto médio entre x, e x, é:

_xtx, —4a  a
m =TT T2 T3

* Usando a segunda derivada para comprovar os resultados, temos:
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f"(x) =6x+ 2a
f'"(x)=0=>6x+2a=0

_ 2a
YT 7%
__4a
=73

— Note que f" (x) é uma fungio polinomial do primeiro grau, cuja analise do

sinal é de uma funcao crescente, ou seja,
a

—————————— (—§)++++++++++ f(x) = 6x + 2a

—o-

* Como ha mudancga na direcdo da concavidade em x = —a /3, entdo temos um
ponto de inflexdo, que é o ponto médio entre os extremos locais ja encontrados
acima.

4,
a) f(x) = 1—12(x4 + 6x3 — 18x2)

1
f'(x) = E(4x3 + 18x% — 36x)

1
£'() = 52Ce+ 6) (x = 3/2)
* Raizes de f'(x):0,—6 e 3/2.Fazendo o teste da segunda derivada para esses
valores, temos:

1
f"(x) = E(le2 + 36x — 36)
f"(x) =x*+3x-3

(0 ==3;£"(0) < 0.
—Logo, temos concavidade voltada para baixo em x = 0 e, portanto, um ponto
de maximo local nesse ponto.
f(0)=0
f"(=6) =15;f"(—6) > 0.
—Logo, temos concavidade voltada para cima em x = —6 e, portanto, um ponto
de minimo local nesse ponto.

f(=6) = —54;

£"(3/2) = 15/4 ;£ (3/2) > 0.
—Logo, temos concavidade voltada para cima em x = 3/2 e, portanto, um ponto
de minimo local nesse ponto.

f(3/2) = —81/64;

b) f(x) = x* ; Encontrar os maximos e minimos locais, caso existam.
* Dominio da funcao:

D(f)={xeR| x>0}

Inf(x) =x.Inx

—Por diferenciacao logaritmica, temos:

f(x)
f'(x) = f(x).[Inx + 1]
f'(x) =x*[Inx + 1]

Inx+1
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—Analisando o sinal de f'(x):
(0)+++++++++++++++++++++ x*

)—————-— (e )++++++++++++ (nx+1)
= (P FFFFFF 7+ F+++ /() =x%[Inx+1]
-0 o

—Da andlise acima, concluimos que f possui um ponto de minimo local em
-1
x=e "

1
* Ponto de minimo local: (e‘l,e—);
Ve

5.
(Dfx) =e*; (iDgx) =logsx ; (ii)h(x) = Vx
X e*’ 2xe*”
f( ) _ im = lim = lim 2x2e**.In(3) =
x—>oo g(x) x—>w]ogs X x- 1 X—00
X. ln(3)
x e*’ er
lim & = lim —= = lim = lim 6xe**3/x% =
X—00 h(X) X—00 3 X X—00 X—00
3\/x_
—Logo, f é a funcao que cresce mais rapido em comparagdo com as demais.
1
gG) . logsx . xm@ _ . 32y
Gy ARy T = ) T A nG)
32

—Logo, g é a funcdo que cresce mais devagar em comparacao com as demais.
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7.9 Reavaliacao AB1-09 de Dezembro de 2011

1.
TTx-1 Trx—1 (YaO+02+¥T+x+1)

a) lim ——— = lim =

x| x (JAroreVIEa )
X

I 1+x-1 )
im = lim =
H’x(S (1+x)2+3\/1+x+1) H)x(3 (1+x)2+3\/1+x+1)
1 lim1
lim3 3 = x>0 —
O +x)?2+Vi+x+1 i/lirré(l +x)2 + i/lirré(l +x) + lir% 1
X— xX—> X—

_ _ 1 _ 1

Ja+02+¥Y1T+0+1 Vi+Vi+1 1+1+1 3
V16 — x2 , ,

b) f(x) = e ; Determinar as assintotas.

* Dominio da fungao:
D(f)={xeR|x #4};
* Assintotas:
—Verticais: Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical se ocorrer um
dos seguintes casos,

lim f(x) =40 ou lim f(x) =t

x—-at x-a~
* Verificando no ponto de descontinuidade da funcao,em x = 4, temos:
V16 — x2 - 16 — x?

4 —x x—4t (4 — x) (3 (16—x2)2)

8
1

J £G) = Jop,

] 4—-—x)4+x) _ 4+ x
11m+ . = 11m+3— = +o0
=4 (4 -2 (A6 —xDZ) 4 (16 —x?)?
I
0+

—Logo,areta x = 4 é uma assintota vertical ao grafico de f(x).

—Horizontais: Dizemos que a reta y = a é uma assintota horizontal se ocorrer
um dos seguintes casos,

lim f(x) =a ou lim f(x)=a
xX—+0 X——=

V16 — x2 :[16 1 Jfl6_1 . 9[16_1
3 3 —3—— —_——— lim —_— =
hm f(X) = hm f\/x__ llm X_ X = hm X d x>+ X X
x—+00 +oo 4 —x xo+0 4 —x X+ 00 é—l lim (i_l)
W X X x—+00 \X
*Nim 2 qim L
_ x—1>r-+r-loox3 x—1>r+noox_v0—0_@_9_0
lim =—— lim 1 0-1 1 1
xX—+oo xX—+00
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V16 — x2 s[16 1 e _1 . s[l6_1
3 3 _3__ x3 x ——00 x3 x
lim f(x) = lim f\/x_: lim %x: lim Y X _z X X
X——00 X——00 4 X X——00 4 X X—>—00 é_l 1 (i—l)
%3 X X x_l,r_noo X
M 8~ L
_Neex® T lex _V0-0 VO _0_
lim 2 — lim 1 0-1 1 1

x——00 X xX—+0co

—Logo,aretay = 0 é uma assintota horizontal ao grafico de f(x).

2.
a) f(x) =logz;(Inx?) ; determinar lirgl_ f'(x).
X—

* Sejamu = x%,v=Inu ey = f(v) = logs v.
—Pela Regra da Cadeia, temos:

dx dx dlu dv
f'G0) = (22) =

v.1In(3)
O p—
frx) = x.ln x2% .In(3)
1- ,( ) l- 2
= _— —_— = —0
st frx o1~ x . In %2 .In(3) o1 x.1n x2 .In(3)
T T D
1 0 0-

* Por 