Calculo 1 (Resolucdo) - Prova 2 - 01/09/17 Carlos Alberto

Questao 1

a)No préximo capitulo estudaremos o conceito de fungdo crescente (uma funcao
é dita crescente num intervalo I se f(x,) < f(x,) quando x, < x, emI) e veremos
que uma funcao é crescente num intervalo I se,e somente se,a derivada de f é
positiva em qualquer ponto desse intervalo. Determine o(s) intervalo(s) no(s)

. < 3 .
qual(is) a funcio f(x) = x3 — Exz — 6x + 1000 é crescente.
D(f) =R
Dado que f é uma fungao polinomial e,portanto, continua e dif erenciavel em R,
entao,

3
f'(x)=3.x31- E.Z.xz‘l —-6.1.x"1+0
f'x)=3x*-3x—-6 D(f)=R

f'(x) =3(x%*—x—-2)
f(x)=30x+1)(x—2)

0 estudo de sinal da funcao derivada é dado pelo estudo do sinal de uma fungao
parabdlica, com duas raizes reais distintas. Logo,

—————— D+++++++++++ 3(x+1)
———————————— @Q++++++ (x=2)
++++++ (D -——--Q)++++++ f'(0)=3x+D(x—2)

Pelo estudo do sinal acima, e pela definicao de funcao crescente dada inicialmente,
concluimos que f'(x) > 0,se x € (—o0, —1) U (2,). Portanto f é crescente nos
intervalos (—oo,—1) U (2, o).

x2+1
b)Mostre que,para todo nimeroreal a,a >0 e a # 1,a funcio f(x) = ax-1
tem duas tangentes horizontais.

D(f)={xeR;x+ 1}

] x?2+1 _ ,
Sejau = p— ,entdo y = f(u) = a*. Pela Regra da Cadeia, temos:
df df du
dx du’dx

af _d ., "
£—%[a]—a .Ina

du d x2+1 _2x.(x—1)—(x2+1).1_2x2—2x—x2—1_x2—2x—1
dx dx|x—1|" (x —1)2 a (x—1)2 T (x—1)2

Portanto,
x?—=2x—-1

f’(X) = a”.lna.w
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X241 x?2—-2x—-1 ,
f(x)=ax—1.lna.w ; D(f)={xeR;x #1}

Se f possui duas retas tangentes horizontais ao seu grafico, entao devem
existir x, e x,,ambos pertecentes ao dominio de f,tais que f'(x;) = f'(x,) = 0.
Isto é,0 coeficiente angular da reta tangente, por ser horizontal, é nulo.

x%+1

* 0bs.:Vx € D(f),ax-1.Ina # 0.

x?=2x—1

(x—1)2

x>—2x—1=0

ffx)=0s =0;x#1

A= (-2)?>-4.1.(-1)

A= 4+ 4
A= 8
X=—F"T=
2 x2=1+\/§

. . . ! —_ ! —
Portanto, existem pontos com abscissas x, e x,,tais que f'(x;) = f'(x,) =0,
consequentemente, f possui duas retas tangentes horizontais.

Questao 2

x4+ 2

a)Determine os pontos nos quais a fungio f(x) = | | é dif erenciavel.

D(f) ={x€ R;x + -2}

————————— WD+++++++ x-1)
———(2)++++++++++++ (x-2)

x—1
+++(—2)————(1)+++++++ P
x—1
—i;iz, x<—-2oux=1
_ X
f(x)_ x_].
- , —2<x<1
x+2

Como f éuma funcao definida por partes onde suas sentencas sao fungoes
racionais e, portanto, continuas e dif erenciaveis em seus dominios, entao
f é continua e diferenciavel em (—o0,—2) U (—2,1) U (1,0).

Analisando a continuidade e a dif erenciabilidade de f em — 2 e 1,temos:

Dizemos que uma fungao f é continua no nimero a se, somente se,
lim, /) = f(a)

f(a) =lim f(x) & e
e lim_f(x) = f(a)
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OOt S
JW=173=370

x—1 JimG-1D 11 o

l. :l- :x—>1 — [ —

Jim, fG) = lim = lim(x+2) 1+2 3
xX—

| Lol Jm(x-1)  1-1 o

1 = — |i = X2 = — = ——=0.

Jim fx) = - lim -—— lim(x+2) 1+2 3
x—

Como 11r{1+ flx) = lirrll_f(x) = f(1),entdo f é continua em 1.
xX— X—

l+h-1_,
fA+W-fQA) . T¥hF2~
=11m—

h h—0% L h

£1(1) = Jlim,

_ . h+3
=
1

hlirf)lﬁ h+3

a1
lim (h+3) 3
h—-0

1+h—-1
fA+n—-fQA) = TT¥hR¥z"
= lim
h h—-0" h
__h
h+3

0

(1) = Jim_

= lim
h—0
1

lim ——

-0~ h+3
lim_ 1 1
h—0

T T lim(h+3) 3
h—-0

Como as derivadas laterais em 1 existe, porém sdo dif erentes, entao f nao é
diferenciavel em 1.

Como —2 # D(f),entdo f é descontinua em — 2 e, portanto, f nio é diferencidvel
em— 2.

Portanto, concluimos que f é continua em (—o,—2) U (—=2,0) e f édiferencidvel
em (—o0,—2) U (—2,1) U (1,0).

X
b)Determine as retas tangentes ao grafico de f(x) = —— que passam pelo
X

+1
ponto P(—4,0). D(f) ={x e R;x # —1}

Equacio geral de uma reta que passa pelo ponto P(—4,0):
y—0=m(x—(-4))
y =m(x+4)
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Se existe reta tangente ao grafico de f que passa por P e é tangente a f no
ponto (x,f(x)), entdo o coeficiente angular da reta tangente neste ponto é
dado por m= f'(x).Logo,

2(x+1) — 2x.(1)

f'(x)= CEEE
, _2x+2—2x
f'(x)= GrD?
2
=G

Substituindo o ponto (x,f(x)) em = f'(x),temos:

y =m(x+4)
f)=f"0).(x +4)
2x 2

P El poa 1)2.(x+4), x# —1
x(x+1)=(x+4)
x?+x=x+4
x?—4=0
X, =—2 e x,=2
Logo, as retas tangentes ao grafico de f nos pontos A(x,,f(x,)) e B(x,,f(x,))
passam pelo ponto P(—4,0).

4
Pontos A (—2,4) e B (2,§>.

Coeficiente angular das retas tangentes ao grafico de f nos pontos A e B:

No ponto A:
(—9) 2 22
D=y Ty 1

Equacio da reta tangente: y=2(x+4) = y=2x+8

= 2.

No ponto B:
2 2 2

)= " @ o

2 2 8
Equacao da reta tangente:y = §(x +4) =>y= ax + 9

Questio 3

a) Suponha que f seja injetora,derivavel e que f ! seja derivavel. Mostre

entdo que (f~1)'(x) = f’(f‘;l(x))
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Se f éuma funcio invertivel, isto é, possui funcio inversa f !, entio
(fef™M)=x
F00) ==
Por derivacao implicita e regra da cadeia, obtemos:
LI )] = 2 )
). =1

PN
R )

b)Seja f(x) = x + e*.Use o item (a) para calcular (f~1)'(1).

1
~1y(1) =
o f(F1()
fff) =y
FUFt) =fO)
1=f()
1=y+e”
~y=0.
—1\7 _ 1
YW =5
ff(x)=1+¢€*
fl(0)=1+e°

F)=1+1=2
1
Portanto, (f1)'(1)= 2
Questao 4

a) Determine o ponto no qual o grafico da fungio y = arcsec(x) é interceptado
pelaretay =|f'(0)|,onde f(x) = arccos(x + arctgx).

y =arcsec(x) ; D(y) =(—o,—1]U [1,0) eIm(y)= [O,g) U [ﬂ; 3;)

Sejau =x +arctgx ey = f(u) = arccos(w) . Pela Regra da Cadeia,temos:

df df du
dx  du’dx
af 1 (1+ 1 )
dx  J1—uz 1+ x2
df 1
i __ (e
dx J1— (x + arctgx)? 1+x




Calculo 1 (Resolucdo) - Prova 2 - 01/09/17 Carlos Alberto

=2
£ ==

1 ( 1
= 1+ )
x=0 1 — (0 +arctg 0)2 1+ 02

1
f (0):_\/1—T0'(1+1)

£(0) = —2.

A intersecdo da fungdo y = arcsecx comaretay= |f'(0)| = 2 é o ponto:

2 = arcsecx
sec(2) = sec(arcsecx)
sec(2)=x

Ponto P(sec(2),2).

s 3
b)Encontre a derivada da funcao inversa da funcao f: [O'E) U [T[, 7) -

(—o0,—1] U [1,00),na qual y = secx.

T 3
Seja a funcdo inversa de f dada por f~1:(—o0,—1] U [1,0) — [OE) U [n, 7)

onde y = f~1(x) = arcsecx, entdo x = sec(y).

dy 1

dx  dx

dy
d 1
o [arcsecx] = IR
@(secy)

1

d
— [arcsecx] = ——
dx secy.tgy

* [dentidade trigonométrica:tg*y + 1 =sec’y ~ tgy = +/sec?y — 1.

s 3 .
Como y € [O'E) U [TL’, 7>,entao tgy > 0.Logo,

1
— [arcsecx] =
dx secy./sec2y—1
Como dito inicialmente ...se y = f ~1(x) = arcsecx, entdo x = sec(y).Portanto,
d 1
— [arcsecx] =
dx xVx?—1

Questao 5
a)Encontre a derivada da fungio f(x) = 3c0s(x*) 4 sen(2x + 1) tg?(2x)
Seja g(x) = SCOS(XZ), h(x) =sen(2x + 1) e i(x) = tg?(2x)

f(x)=gx) + h(x).i(x)
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f'(x) =g"(x) +h'(x).i(x) + h(x).i" (x)

g(x) = 30(%), considere u= x2,v = cosu ey = g(v) = 3”. Entio,

g'(x) =3".In3.(—senu).(2x)
g'(x) = —2x.3%5%x") sen(x?)

h(x) = sen(2x + 1) ,considere u = 2x + 1 e y = h(u) = senu . Entio,
dh du
W(x) = —.—
() du dx
h'(x) = (cosu).2

h'(x) =2cos(2x+ 1)

i(x) = tg?(2x), considere u = 2x,v =tgu ey = i(v) = v2.Entio,

, di dv du

l (X) = a . E . a

i'(x) = 2v.sec?u.?2

i'(x) = 4.tg(2x).sec*(2x)
f'(x) = —2x. 3¢0s(**) sen(x2) + 2 cos(2x + 1) tg?(2x) + 4.sen(2x + 1) tg(2x) . sec?(2x)

b) Seja f:R = R derivavel,com f(0) = 0,f'(0) =1 e G(x) = /™ Calcule
. G(x)—1
lim ——.
x—0 X

G(0) =7 =70 =1.

Pela definicao de derivada de uma fun¢do em um ponto,temos

6'(0) = lim ¥ = 6O
x-0 x—0

G -1
G’(O)zlin})—(x) .

Pela Regra da Cadeia,obtemos:

G'(x) =@ Inm. f'(x)
G'(0) =/ Inm.f'(0)
¢'(0)=n’Inm.1
G'(0)=Inm.

G(x)—1
Portanto, lim L =G¢'(0) =Inm.
x—0 X




